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1904 年 ， 策 莫 罗 (E. Zermelo) 提出 了 选择 公理 ， 

选择 公理 : HERES, 存在 一 函数 f 使 得 对 任 非 室 SE 
厂 才 有 f(S)E 5S (f AF 1 HM) 。 

通俗 地 讲 ， 选 择 公理 是 说 ， 对 任意 集 族 F, 可 从 太 中 的 每 一 
非 空 集合 中 “选择 ”一 个 元 素 。 对 于 一 些 特 殊 的 集 族 F, 其 选择 
函数 是 存在 的 且 可 以 构造 出 来 . 例如 , 设 F 是 由 形 如 {a,b} 的 集 
合 组 成 的 集 族 ， 其 中 wb 是 实数 ， 则 函数 


f({a, b}) = min(a, b) 


就 是 F ERRERA. VM, SF 为 单 点 集 的 集 族 ， 即 F 是 由 
形 如 {a} 的 集合 组 成 的 集 族 ， 则 也 容易 找到 F 上 的 选择 函数 , 再 
如 , BF 为 有 穷 多 个 集合 组 成 的 集 族 , 则 也 可 证 明 存在 F 上 的 选 
择 函 数 (可 用 归纳 法 ) . 由 此 看 来 , 选择 公理 不 违背 人 的 直觉 . 尽管 
如 此 , 选择 公理 的 提出 还 是 遭 到 许多 数学 家 的 严厉 反对 . 他 们 的 理 
由 是 : 对 于 一 般 的 无 穷 集 族 F, 要 从 其 中 每 一 个 非 空 集合 中 “选取 
”一 个 元 素 是 不 可 能 的 , 除非 有 一 个 统一 的 选取 规则 . 例如 , BEF 
是 由 无 穷 多 个 无 序 对 {5, 了 T} 组 成 的 集 族 ， 其 中 ， ST 为 实数 集 
合 . 又 如 , 设 三 为 无 穷 多 个 非 空 实 数 集 组 成 的 集 族 . 要 构造 F E 
的 选择 函数 就 非常 困难 ， 甚 至 是 不 可 能 的 。 而 选择 公理 保证 了 这 
样 的 选择 函数 的 存在 性 . 然而 , 另 一 方面 , 不 管 是 在 选择 公理 提出 
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之 前 ， 还 是 在 其 提出 以 后 ， 许 多 数学 家 (包括 反对 者 ) 都 在 有 意识 
或 无 意识 地 使 用 选择 公理 。 选择 公理 应 用 在 几乎 所 有 的 数学 分 支 
中 。 而 且 发 现 了 它 的 许多 等 价 形式 ， 如 佐 恩 (Zorn) 引 理 、 莱 文海 
姆 一 斯 克 伦 (Lowenheim-Skolem) 定理 、 季 洪 诺 夫 (Tychonoff) 
定理 、 势 的 三 玻 性 定理 等 等 . 还 发 现 了 它 的 许多 弱 形 式 ， 如 素 理想 
定理 、 可 数 选择 公理 、 依 赖 选择 公理 等 等 。 可 以 毫 不 夸张 地 说 ， 
离开 选择 公理 ， 数 学 将 不 是 今天 的 样子 . 

直到 康 托 (G. Cantor) 集合 论 出 现 以 后 选择 公理 才 得 以 被 六 
述 清楚 . 康 托 的 一 个 关键 问题 就 是 良 序 问题 : “是 否 每 个 集合 都 可 
被 良 序 ? ”严格 地 讲 ， 良 序 问题 起 初 并 不 是 作为 一 个 问题 提出 
的 ， 而 是 作为 一 个 假设 提出 的 。 1883 年 康 托 提出 了 良 序 原则 ; 
“每 个 集合 都 可 以 被 良 序 ， ”当时 ， 良 序 原则 并 没有 被 大 多 数 数 
学 家 所 接受 . 为 了 证 明 良 序 原则 ， 策 莫 罗 才 第 一 次 提出 了 选择 公 
理 ， 并 证 明了 它 与 良 序 原 则 等 价 .这 引起 了 当时 整个 欧洲 的 数学 
家 对 他 的 公理 和 证 明 进行 了 激烈 的 争论 . 大 数学 家 希 尔 伯 特 ( D. 
Hilbert) 在 1926 年 曾 写 道 :“ 选 择 公理 是 当今 数学 文献 中 研究 最 
多 的 公理 。 ”1958 Æ, ZPR (A. Fraenkel) 和 Bar-Hillel 也 
曾 写 道 ，“ 选 择 公理 是 继 欧 几 里 德 (Euclid) 平行 公理 之 后 研究 最 
多 的 数学 公理 。 ” 

关于 选择 公理 的 这 场 争论 ， 一 方面 导致 策 莫 罗 对 自己 的 证 明 
进行 辩护 ， 另 一 方面 导致 了 他 对 集合 论 进行 公理 化 . 然而 ， 正 当 
策 英 罗 通过 对 集合 论 进行 公理 化 来 为 选择 公理 进行 辩护 时 ， 许 多 
学 者 却 攻击 这 种 公理 化 。 之 后 10 年 ， 也 只 有 分 析 和 代数 界 的 数 
学 家 研究 选择 公理 . 直到 谢 宾 斯 基 (W. Sierpinski) 建立 了 华沙 学 
派 之 后 ， 这 种 局 面 才 发 生 了 深刻 的 变化 . 谢 宾 斯 基 研 究 了 选择 公 
理 与 许多 数学 分 支 的 关系 ， 并 且 鼓 励 他 的 学 生 也 这 样 做 . 与 此 同 
时 ， 德 国 数学 家 弗 兰 科 尔 开始 研究 策 葛 罗 公理 系统 的 模型 ， 他 证 
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上 明了， 如果 人 允许 存在 无 穷 多 个 原子 ， 则 选择 公理 是 独立 的 。 1938 
年 ， 哥 德尔 得 到 了 一 个 更 好 的 结果 。 他 证 明了 , 在 ZF 系统 的 每 
一 模型 中 都 存在 一 个 内 模型 ， 在 其 中 选择 公理 和 广义 连续 统 假设 
部 成 立 . 哥 德 尔 的 工作 消除 了 人 们 ( 除 构造 主义 者 外 ) 对 选择 公理 
的 怀疑 . l 

在 哥 德 尔 工作 之 后 的 25 年 中 ， 选 择 公 理 广泛 地 应 用 于 数学 
的 各 个 分 支 中 。 有 许多 命题 被 证 明 是 与 选择 公理 等 价 的 ， 也 有 许 
多 命题 是 选择 公理 的 推论 。 对 这 些 推 论 ， 人 们 怀疑 它们 比 选择 公 
理 弱 ,但 在 当时 却 无 法 证 明 . 直到 1963 年 ， 这 个 缺陷 才 被 科恩 的 
力 迫 方法 所 克服 。 科恩 曾 使 用 力 迫 方法 证 明了 选择 公理 和 连续 统 
假设 相对 于 ZF 系统 的 独立 性 .之 后 ， 许 多 公理 集合 论 专 家 开始 
研究 科 办 的 力 迫 方法 ， 并 利用 该 方法 得 到 了 许多 与 选择 公理 有 关 
的 独立 性 结果 ， 

选择 公理 曾 引起 数学 界 的 激烈 争论 ， 有 人 反对 它 ， 有 人 移 成 
E. 反对 者 的 理由 是 : (1) 当 F 是 无 穷 集 族 时 ， 既 无 法 在 有 穷 
时 间 内 从 F 的 每 一 非 空 集 合 中 选择 一 个 元 素 ， 也 没有 一 种 规则 对 
F 中 的 每 一 不 空 集合 都 惟一 确定 其 中 的 一 个 元 素 ; (2) 选择 公理 
与 良 序 原则 等 价 ， 但 至 今 也 没有 找到 全 体 实数 集合 上 的 良 序 ; (3) 
利用 选择 公理 得 到 了 一 些 “ 奇 怪 ”的 结论 ， 例如 巴 拿 赫 一 塔 斯 基 
(Banach-Tarski) 分 球 定理 .赞成 者 的 理由 是 : ZF 系统 是 现代 
数学 的 基础 。 问 题 是 ZF 系统 加 上 选择 公理 后 会 不 会 产生 矛盾 . 
而 这 一 问题 已 被 哥 德 尔 和 科 思 的 工作 所 解决 ， 

选择 公理 的 发 展 处 在 数学 、 逻 辑 学 和 哲学 的 交汇 处 ， 数学 家 
如 罗素 (B. Russel) 、 拜 尔 (R. Baire) 、 波 雷 尔 (E. Borel) 、 勒 中 
格 (H. Lebesgue) 、 皮 亚 诺 (G. Peano) 等 都 曾 对 数学 的 内 在 本 质 
作 了 哲学 的 分 析 . 直到 20 世纪 30 ERK, 勒 贝 格 还 坚持 认为 ， 
数学 哲学 是 由 数学 家 而 不 是 哲学 家 创立 的 ， 另 一 方面 ， 关于 选择 
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公理 的 争论 导致 了 策 莫 罗 对 集合 论 进行 公理 化 ， 这 是 第 一 次 把 集 
合 论 作为 形式 系统 进行 处 理 . 同时， 公理 集合 论 所 基于 的 一 阶 认 
辑 也 得 到 了 相应 的 发 展 . 然而 , 在 这 场 争论 之 后 , NESE 
的 局 面 出 现 了 ， 数学 家 们 不 再 深入 探讨 数学 哲学 了 .许多 数学 家 
( 光 其 是 华沙 学 派 ) 只 关心 选择 公理 的 推理 强度 以 及 与 其 他 命题 之 
间 的 关系 ， 而 忽略 了 它们 的 哲学 内 涵 。 也 只 有 很 少 几 个 人 认为 这 
场 争论 应 该 继续 下 去 . 

本 书 的 目的 就 是 要 让 读者 对 选择 公理 在 数学 中 的 重要 作用 有 
一 个 全 面 的 了 解 . 同时 使 读者 对 与 选择 公理 相关 的 哲学 问题 (如 
构造 数学 和 抽象 数学 之 间 的 联系 ， 有 穷 和 无 穷 以 及 超 穷 的 本 质 联 
系 和 区 别 ) 有 更 深刻 的 认识 .并 为 进一步 研究 选择 公理 提供 必要 
的 基础 . 本 书 第 一 章 简要 介绍 选择 公理 的 提出 、 发 展 及 影响 ; 第 二 
章 介绍 了 选择 公理 的 在 各 个 数学 和 逻辑 学 分 支 中 的 重要 的 等 价 形 
式 ;第 三 章 介绍 了 选择 公理 的 弱 形式 及 其 在 各 个 分 支 中 的 应 用 ， 
第 二 、 三 两 章 的 内 容 可 以 使 读者 掌握 选择 公理 在 数学 论证 中 所 起 
的 重要 作用 ; 第 四 章 和 第 五 章 分 别 讲解 选择 公理 的 相对 协调 性 和 
相对 独立 性 ， 主 要 介绍 哥 德 尔 可 构成 模型 和 科恩 的 脱 殊 模型 及 力 
迫 方法 ; 第 六 章 阐述 了 选择 公理 在 大 基数 ( 强 无 穷 ) 理论 中 所 起 的 
作用 ， 在 第 七 章 中 ， 主 要 讨论 了 若干 与 选择 公理 矛盾 的 命题 ， 并 
着 重 介绍 决定 性 公理 及 其 应 用 . | 

作者 特别 感谢 先生 和 丁 德 成 先生 , 感谢 逻辑 界 的 前 
辈 和 同行 多 年 来 给 予 的 支持 和 帮助 . 

限于 本 人 水 平 ， 如 有 错误 与 不 当 之 处 ， 敬 请 批评 指正 . 
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第 一 章 ” 选择 公理 的 发 展 简 史 


本 章 对 选择 公理 的 发 展 历史 作 简 要 介绍 .主要 包括 选择 公理 
的 产生 (1904 年 之 前 ) 、 关 于 选择 公理 的 争论 (1904 一 1908) 、 过 
渡 时 期 (1908—1918) 、 华 沙 学 派对 选择 公理 发 展 的 影响 以 及 选择 
公理 的 广泛 应 用 (1918 一 1940) 、 选 择 公理 的 协调 性 与 独立 性 等 
等 。 同时， 我 们 对 与 其 相关 的 哲学 背景 也 作 适 当地 交待 . 


1.1 选择 公理 的 产生 


1904 年 ， 策 莫 罗 提出 了 选择 公理 ， 

选择 公理 : 对 任意 集 族 TF, 存在 一 函数 了 MHS Se 
了 都 有 9)Ee3( 称 上 为 大 上 的 选择 函数 ) . 

通俗 地 讲 ， 选 择 公理 是 说 ， 对 任意 集 族 F, 可 从 F 中 的 每 一 
非 空 集合 中 “选择 ”一 个 元 素 。 策 莫 罗 同时 指出 ， 在 选择 公理 提 
出 之 前 ， 许 多 数学 家 已 经 不 知 不 觉 地 使 用 了 它 。 WA, 人 们 不 禁 
要 问 : 选择 公理 经 过 哪些 过 程 和 阶段 才 发 展 成 为 策 莫 罗 所 表述 的 
形式 ? 选择 公理 的 产生 主要 分 四 个 阶段 . 第 一 阶段 是 从 单个 集合 
中 选取 一 个 未 指明 的 元 素 ( 即 任意 选取 一 个 元 素 ) . 这 一 阶段 的 起 
始 至 少 可 以 追溯 到 欧 几 里 德 。 这 种 “选取 ”是 古代 数学 证 明 方法 
的 基础 :任意 选取 一 个 对 象 (而 不 是 选取 某 个 确定 的 对 象 )， 而 后 
再 就 这 一 对 象 进行 论证 .在 这 一 阶段 ， 数 学 家 们 在 证 明 过 程 中 ， 
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还 经 常 从 有 穷 多 个 集合 的 每 一 集合 中 任意 选取 一 个 元 素 . 我 们 必 
须 指出 的 是 ， 从 单个 集合 中 任意 选取 一 个 元 素 是 不 需要 选择 公理 
的 ， 即 使 这 个 集合 含有 无 穷 多 个 元 素 .。 这 是 因为 ， 在 谓词 逻辑 中 
全 称 量词 引入 规则 可 用 来 避免 这 种 任意 选取 。 利 用 数学 归纳 法 可 
以 证 明 ， 从 有 穷 多 个 集合 的 每 一 集合 中 任意 选取 一 个 元 素 这 一 过 
程 也 不 需要 选择 公理 。 

19 世纪 以 前 的 数学 发 展 过 程 主要 就 是 一 些 构造 过 程 。 如果 
一 个 数学 家 要 证 明 具 有 某 种 特定 性 质 的 数学 对 象 的 存在 性 ， 他 就 
必须 根据 已 构造 出 来 的 对 象 构 造 出 一 个 这 样 的 对 象 。 然而， 由 于 
在 构造 过 程 中 并 没有 对 “任意 选取 ”的 技术 作 特 别 的 要 求 ， 这 就 
为 无 穷 多 次 任意 选取 敞开 了 大 门 . 到 19 世纪 初 ， 人 们 已 经 承认 
无 穷 集 族 的 存在 性 ， 因 而 也 就 开始 了 无 穷 多 次 选取 例如， 在 数 
学 分 析 中 数学 家 常常 通过 无 穷 次 任意 选取 而 得 到 一 个 无 穷 序列 ; 
而 在 数论 中 ， 人 们 经 常 要 从 无 穷 多 个 等 价 类 中 选取 代表 元 。 第 二 
个 阶段 就 是 有 意识 地 利用 某 种 规则 进行 无 穷 次 选取 。 而 第 三 个 阶 
段 则 是 无 意识 地 利用 某 种 规则 进行 无 穷 次 选取 .。 1821 年 ， 柯 西 
(A. Cauchy) 证 明了 一 个 闭 区 间 上 的 连续 函数 ， 如 果 在 两 个 端点 
上 的 值 的 正 负 号 相反 ， 则 它 有 根 。 柯 西 的 证 明 标志 着 第 三 阶段 的 
开始 。 在 证 明 中 ， 柯 西 选取 了 两 个 收敛 序列 ， 其 中 每 个 元 素 的 选 
取 都 依赖 于 前 面 的 已 选 元 素 。 实 际 上 ， 柯 西 可 以 利用 一 种 方便 的 
规则 进行 选取 ， 但 他 没有 这 样 做 。 

真正 的 分 水 岭 是 在 1871 年 .是 年 ， 康 托 证 明了 如 下 定理 ; 
一 函数 是 连续 的 当 且 仅 当 它 是 序列 连续 的 。 在 证 明 过 程 中 ， 康 托 
进行 了 无 穷 次 任意 选择 . 但 是 没有 任何 规则 可 用 于 这 种 选择 ， 从 
而 揭 开 了 第 四 个 阶段 的 序幕 . 然而 ， 康 托 本 人 当时 并 没有 意识 到 
这 些 。 1877 年 ， 戴 德 金 (R. Dedekind) 把 任意 选取 推广 到 了 代 
数 数论 中 。 当 时 ， 戴 德 金 使 用 了 不 可 数 多 次 任意 选取 ， 旨 在 为 每 
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THARP REI. 之 后 ， 康 托 和 戴 德 金 都 在 刻画 有 穷 和 
无 穷 之 间 的 界限 时 使 用 了 选择 公理 。 然而 ， 他 们 和 比 其 早 半 个 世 
纪 的 柯 西 一 样 ， 并 没有 意识 到 他 们 使 用 了 一 个 重要 的 原则 . 


康 托 的 工作 为 选择 公理 的 提出 起 了 非常 重要 的 作用 . 他 的 许 
多 研究 成 果 都 直接 或 间接 地 使 用 了 选择 公理 ， 因 而 成 了 通 向 选择 
公理 的 主要 管道 。 康 托 利用 邻 域 的 方法 引进 了 一 些 拓扑 概念 ， 如 
极限 点 、 完 满 集 等 。 10 年 之 后 , 2424 (C. Jordan) 利用 序列 的 方 
法 平行 地 定义 了 相应 的 概念 。 要 证 明 这 两 种 定义 是 等 价 的 就 必须 
使 用 可 数 选择 公理 ， 就 像 康 托 证明 连 续 和 序列 连续 等 价 一 样 。 康 
托 的 可 数 并 定理 ( 即 可 数 多 个 可 数 集 的 并 仍 可 数 ) 也 使 用 了 选择 公 
E. 在 实 分 析 中 ， 拜 尔 、 波 雷 尔 和 勤 贝 格 都 无 意识 地 使 用 了 可 数 
选择 公理 和 可 数 并 定理 。 然 而 ， 有 意思 的 是 ， 在 选择 公理 被 提出 
以 后 ， 他 们 都 极力 反对 该 公理 


1883 年 , 康 托 提出 了 他 深思 熟 虑 的 良 序 原则 即 每 个 集合 都 
可 被 良 序 . 与 此 同时 ， 他 还 发 表 了 连续 统 假设 并 证 明 连 续 统 假设 
蕴涵 实数 集 可 被 良 序 .， 康 托 的 来 往 信件 表明 ， 正 是 连续 统 假设 才 
导致 康 托 提出 了 良 序 原 则 ,到 了 1895 年 ， 康 托 觉得 应 该 证 明 良 
序 原则 ， 并 在 两 年 内 给 出 了 一 个 证 明 。 后 来 到 1903 FARA (L. 
Jourdain) 也 独立 地 作出 了 一 个 证 明 . 尽管 康 托 对 约 戴 恩 的 证 明 
感到 不 高 兴 ， 但 他 仍 鼓励 约 戴 因 发表 其 证 明 .。 独立 于 康 托 和 约 戴 
R, WiEm (Burali-Forti) 提出 了 分 割 原则 ， 并 利用 该 原则 
证 明基 数 的 三 歧 性 , 这 也 是 良 序 原则 的 推论 . 到 了 20 世纪 初期, 
人 们 也 没有 就 良 序 问题 形成 一 致 见解 。 罗 素 和 波 雷 尔 一 直 怀疑 良 
序 原则 和 基数 的 三 靶 性 . 申 夫 利 斯 (A. Schoenflies) 和 施 罗 德 (E. 
Schroder) 赞同 基数 的 三 歧 性 ,而 对 良 序 原则 表示 怀疑 . 哈代 (C. 
H. Hardy) 利用 后 继任 意 选择 的 方法 证 明了 Ni < 28e ， 希 尔 伯 
特 相信 至 少 实数 集 是 可 良 序 的 。 在 1900 年 的 巴黎 第 二 届 国 际 数 
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学 家 大 会 上 ， 希 尔 伯 特 把 连续 统 假设 以 及 实数 集 上 的 良 序 的 存在 
性 作为 20 世纪 数学 中 的 重要 问题 。 

为 什么 选择 公理 的 反对 者 , 诸如 罗素 和 波 雷 尔 等 人 都 没有 发 
现在 他 们 自己 的 研究 工作 中 使 用 了 选择 公理 呢 ? 部 分 原因 是 因为 
他 们 (和 当时 其 他 人 一 样 ) 一 直 没 有 意识 到 这 种 任意 选取 的 推理 
强度 。 另 外 ， 构 造 性 方法 和 非 构 造 性 方法 之 间 的 界限 当时 还 很 模 
糊 。 当 一 个 构造 逐步 扩展 到 无 穷 过 程 时 ， 构 造 出 来 的 对 象 并 没有 
立即 引起 人 们 的 重视 。 然而， 在 策 莫 罗 之 前 ， 有 三 位 意大利 数学 
家 皮 亚 诺 、 贝 塔 齐 (R. Bettazzi) 和 勒 维 (B. Levi) 已 经 意识 到 了 
无 穷 多 次 选取 . 但 是 他 们 认为 无 穷 多 次 选取 是 不 允许 的 ， 除 非 指 
明 某 种 选取 规则 。 皮 亚 诺 在 证 明 微分 方程 y = f(z,y) 有 惟一 解 
的 过 程 中 要 从 无 穷 多 个 集合 Aj, 42,:…………… 中 的 每 个 集合 中 选取 
一 个 元 素 。 他 特别 指出 ， 要 进行 无 穷 多 次 选取 ， 必 须 指明 一 种 规 
则 ， 和 否则 是 不 允许 的 . 皮 亚 诺 也 因此 成 为 第 一 个 承认 无 穷 集 合 但 
反对 无 穷 多 次 任意 选取 的 数学 家 。 自然 地 ， 当 策 莫 罗 提 出 选择 公 
理 时 ， 皮 亚 诺 和 勒 维 都 表示 了 反对 意见 ， 

总 之 ， 在 策 莫 罗 证 明 良 序 定理 之 前 ， 无穷 选取 已 经 广泛 地 被 
应 用 了 ， 但 同时 数学 家 们 几乎 都 忽略 了 这 种 选择 的 推理 强度 ， 更 
没有 人 想到 用 一 个 公理 来 保证 这 种 选择 。 所 以 ， 当 策 葛 罗 的 证 明 
突然 揭示 出 其 中 的 奥妙 时 ， 犹 如 平地 一 声 惊雷 ， 迫 使 数学 家 仔细 
审查 (他 们 已 经 无 意识 地 应 用 的 ) 选择 公理 . 


12 策 莫 罗 及 其 反对 者 


当 策 黄 罗 开始 自己 的 数学 生涯 时 ， 他 研究 的 领域 与 集合 论 相 
去 其 远 。 他 1894 年 的 博士 论文 是 研究 变 分 学 的 ， 之 后 他 很 快 转 
向 了 数学 物理 。 1894 至 1897 年 间 他 在 柏林 的 理论 物理 研究 所 作 
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助教 ， 1899 年 他 又 到 哥 廷 根 作 讲师 ， 之 后 他 受到 希 尔 伯 特 的 影 
响 , 开始 研究 数学 基础 ,尤其 是 康 托 集合 论 中 的 基础 问题 . 大 约 在 
1901 年 ， 策 莫 罗 在 施 罗 德 的 代数 逻辑 中 发 现 了 后 来 所 谓 的 罗素 悖 
论 ( 比 罗素 还 早 两 年 ), 并 将 其 发 现 寄 给 了 希 尔 伯 特 . 三 年 后 ,他 还 
和 哲学 家 胡 塞 尔 (E. Hussel) 讨论 此 事 . 但 他 始终 没有 把 他 的 发 现 
发 表 出 来 。 1900 年 冬天 , 策 莫 罗 开始 讲授 集合 论 课程 ， 并 研究 基 
数 的 三 琉 性 和 基数 的 加 法 。 1904 年 秋 , 来 自 匈牙利 的 数学 家 寇 尼 
(J. Konig) 参加 了 在 德国 海 得 堡 举行 的 第 三 届 国 际 数 学 家 大 会 . 
在 大 会 上 他 做 了 “关于 连续 统 问题 ”的 发 言 。 寇 尼 声 称 连 续 假 设 
是 错误 的 ， 因 为 他 证 明了 连续 统 不 是 某 个 阿 列 夫 ， 从 而 实数 集 也 
不 能 被 良 序 . 听 了 冠 尼 的 报告 , 康 托 显得 局 促 不 安 , 因为 康 托 始终 
认为 每 个 集合 都 可 被 良 序 且 连 续 统 假设 成 立 。 由 于 策 葛 罗 认为 完 
尼 对 连续 统 假设 的 和 否 证 有 形 症 ， 1904 年 他 转向 研究 良 序 问题 . 
经 过 与 施 密 特 (E. Schmidt) 多 次 讨论 ， 他 的 思想 渐渐 定型 了 . 并 
于 1904 年 9 月 24 日 完成 了 他 的 证 明 并 寄 给 希 尔 伯 特 . 这 篇 只 有 
三 页 的 文章 “Proof that Every Set can be Well-Ordered” 很 快 
BRIE Mathematische Annalen 上 . 


在 1904 年 , 策 莫 罗 提出 了 选择 公理 并 证 明了 良 序 定理 . 然而 
仍 有 许多 遗留 问题 未 被 解决 . 由 于 在 1903 EPR CHIH, A 
们 甚至 对 集合 的 构成 都 不 清楚 . 另外 ， 策 莫 罗 的 证 明 本 身 涉及 一 
系列 方法 论 问题 例如， 使 用 无 穷 多 次 选择 是 否 是 一 种 合法 的 数 
学 论证 过 程 ? 更 重要 的 问题 是 ， 选 择 公理 是 否 是 正确 的 ? 它 是 不 
是 一 个 逻辑 定律 ?在 这 之 前 ， 分 析 、 代 数 数论 界 的 许多 数学 家 已 
经 多 次 暗中 使 用 了 这 种 无 穷 多 次 选择 ， 但 没有 人 意识 到 他 们 的 论 
证 或 构造 过 程 涉及 一 个 新 的 重要 公理 . 尽管 从 1890 至 1902 年 三 
位 意大利 数学 家 发 现 了 使 用 无 穷 多 次 选择 的 特例 并 反对 这 样 做 ， 
但 这 些 反 对 者 并 不 清楚 这 种 选择 使 用 的 范围 有 多 广 。 他们 对 无 穷 
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多 次 选择 的 顾虑 也 是 在 策 莫 罗 证 明了 良 序 定理 后 才 被 发 现 的 。 


策 莫 罗 的 良 序 定理 的 证 明和 冠 尼 的 实数 不 可 被 良 序 的 证 明 相 
互 抵触 ， 随 即 引起 了 欧洲 诸 国 乃至 美国 的 数学 家 们 的 激烈 争论 ， 
有 的 数学 家 ， 如 法 国 大 数学 家 哈达 玛 (J. Hadamard) KRU Ae 
尼 和 策 莫 罗 的 结果 形成 了 一 个 悖 论 。 然 而 ， 主 要 的 争论 是 关于 策 
莫 罗 的 证 明 。 这 是 因为 ， 一 个 被 认为 无 害 的 且 早 已 被 广泛 应 用 的 
论证 或 构造 方法 一 一 无 穷 多 次 选择 一 一 被 证 明 与 康 托 的 良 序 原则 
等 价 ， 而 许多 数学 家 对 后 者 持 怀疑 态度 。 讨论 的 焦点 还 是 集中 到 
了 无 穷 多 次 选择 上 . 这些 讨论 主要 集中 在 各 国 数学 家 内 部 进行 . 
在 德国 、 法 国 和 英国 ， 策 莫 罗 的 证 明 激 起 了 广泛 而 持久 的 争论 。 
在 匈牙利 、 意 大 利 、 荷 兰 以 及 美国 争论 也 非常 热烈 , 但 时 续 时 断 . 
不 过 ， 各 国 数学 家 都 试图 从 数学 和 哲学 的 角度 去 发 现 为 什么 选择 
公理 致使 数学 家 产生 了 严重 的 分 歧 ， 


除了 寇 尼 和 策 莫 罗 的 相互 矛盾 的 结论 之 外 ， 其 他 悖 论 也 影响 
着 德国 的 康 托 主义 者 对 策 莫 罗 的 证 明 的 认识 . 伯 恩 斯 坦 (F. Bern- 
stein) 和 申 夫 利 斯 认为 策 莫 罗 的 错误 正 是 由 于 布 拉 利 一 福 蒂 悖 论 ， 
伯 恩 斯 坦 甚至 不 承认 每 个 序数 都 有 后 继 ， 却 承认 “每 个 集合 都 有 
一 个 基数 ”和 “每 个 良 序 集 都 有 一 个 序 型 ”。 伯 恩 斯 坦 找 到 了 一 
个 集合 ， 他 认为 该 集合 不 能 被 良 序 。 因 而 他 放弃 了 康 托 的 良 序 原 
则 . 伯 思 斯 坦 是 康 托 的 学 生 ， 但 他 却 从 他 的 老师 那里 得 出 了 相反 
的 观点 . 虽然 ， 早 在 1900 年 申 夫 利 斯 就 对 康 托 的 良 序 原则 表示 怀 
BE, 实际 上 他 是 持 中 立 态度 的 . 他 认为 可 数 序数 是 安全 的 , 然而 对 
于 其 他 序数 则 需要 其 他 公设 来 保证 它们 存在 的 合法 性 。 和 伯 恩 斯 
坦 一 样 ， 申 夫 利 斯 认为 ， 策 莫 罗 的 证 明 是 错误 的 . 他 们 都 认为 ,所 
有 序数 组 成 的 整体 On 为 一 个 合法 的 集合 。 但 为 了 避免 悖 论 ， 他 
们 都 不 允许 对 这 个 集合 进行 扩充 . 申 夫 利 斯 认为 ， 在 7 步 以 前 选 
取 的 元 素 组 成 的 集合 Ly 可 能 与 On 序 同 构 。 因而， 在 下 一 步 选 
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取 的 元 素 就 不 能 再 加 入 到 Ly 中 了 . 但 是 ， 申 夫 利 斯 倾向 于 接受 
基数 的 三 歧 性 ， 他 (错误 地 ) 断言 ， 基 数 的 三 歧 性 比 良 序 原则 和 选 
择 公理 都 弱 . 

法 国 数学 家 波 雷 尔 、 拜 尔 、 勒 贝 格 和 上 席 加 勒 (H. Poincare) 
以 及 英国 的 郝 柏 松 (E. Hobson) 对 策 莫 罗 的 批评 却 是 由 于 另外 的 
原因 . 波 雷 尔 、 拜 尔 和 勒 贝 格 虽 然 没 有 数学 哲学 的 长 篇 大 论 ， 但 
从 他 们 的 只 言 片 语 仍 可 看 出 ， 他 们 与 直觉 主义 或 经 验 主义 有 着 干 
丝 万 缕 的 联系 . 波 雷 尔 和 郝 柏 松 认为 应 该 把 集合 论 限 制 在 可 数 集 
Bk. 庞 加 勒 和 拜 尔 认为 无 穷 集合 都 是 潜 无 穷 的 ， 因 而 ， 他 们 认 
为 策 莫 罗 的 结果 虽 不 会 导致 矛盾 但 却 是 毫 无 意义 的 。 所 有 这 些 对 
策 英 罗 的 批判 ， 实 际 上 都 是 对 康 托 集 合 论 的 攻击 。 令 人 百 思 不 得 
其 解 的 是 , 波 雷 尔 、 拜 尔 和 勒 贝 格 在 他 们 各 自 的 研究 中 (即使 是 策 
BF WEA RRS) 都 在 不 停 地 使 用 康 托 的 概念 和 定理 .可 以 
这 样 说 ， 如 果 没 有 康 托 的 可 数 集 、 基 数 、 导 集 以 及 可 数 序数 的 概 
念 ， 他 们 的 研究 将 会 受到 很 大 的 限制 。 

策 莫 罗 的 反对 者 中 没有 人 对 “可 定义 ”这 一 概念 作 精 确 的 措 
述 ， 然 而 ， 却 有 人 不 断 地 使 用 这 一 概念 。 庞 加 勤 在 分 析 了 理 查 德 
悖 论 后 ， 指 出 策 莫 罗 的 错误 在 于 使 用 了 一 种 自 谓 定 义 ， 在 哈达 玛 
与 波 雷 尔 、 拜 尔 和 勒 贝 格 讨论 策 莫 罗 证 明 的 通信 中 也 涉及 了 可 定 
义 性 的 概念 。 他 们 讨论 的 焦点 是 关于 存在 性 的 证 明 。 要 证 明 存在 
一 个 对 象 满足 性 质 P, 哈达 玛 认为 只 要 证 明 满足 性 质 P 的 对 象 组 
成 的 集合 不 空 即 可 ， 而 拜 尔 等 人 认为 必须 定义 出 这 个 集合 中 的 一 
个 元 素 。 显 然 ， 这 既是 一 个 数学 问题 又 是 一 个 哲学 问题 。 由 于 当 
时 缺乏 对 可 定义 性 的 精确 描述 ， 使 这 一 问题 变 得 难以 回答 . 

总 的 来 说 ， 策 莫 罗 被 一 片 反 对 声 所 包围 ， 但 反对 的 程度 又 各 
不 相同 .哈达 玛 、 豪 斯 道夫 (F. Hausdorff) 和 美国 的 吉 塞 尔 (GC. 
J. Keyser) 2822, 险 代 和 庞 加 勒 接 受 选 择 公 理 但 反对 策 葛 罗 
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的 证 明 ; 波 雷 尔 一 直 怀 疑 选择 公理 和 良 序 原则 ， 但 却 认为 二 者 等 
价 并 接受 可 数 选择 公理 ， 拜 尔 、 勒 贝 格 、 郝 柏 松 和 皮 亚 诺 全 盘 否 
定 选 择 公理 。 这 表明 ， 要 想 取得 完全 一 致 是 多 么 的 困难 。 事实 正 
是 如 此 ， 不 管 是 在 德国 还 是 在 法 国 和 英国 ， 都 没有 达成 一 致 ， 对 
策 英 罗 的 证 明 有 赞同 的 有 反对 的 ， 对 选择 公理 也 是 有 人 赞成 有 人 
反对 。 连 反对 的 理由 也 各 不 一 样 ， 德 国 的 反对 者 主要 是 从 布 拉 里 
一 福 蒂 悖 论 的 角度 来 考虑 的 ， 而 法 国人 是 基于 他 们 的 直觉 主义 信 
念 ， 英国 人 则 二 者 兼 而 有 之 . 

尽管 有 争论 ， 赞 成 者 们 却 以 选择 公理 为 工具 获得 了 新 的 重要 
的 结果 . 豪 斯 道夫 利用 选择 公理 研究 集合 的 序 型 和 广义 连续 统 假 
设 ， 并 证 明了 Noti 的 正则 性 ; 哈 默 (G. Hamel) 利用 良 序 定理 定 
义 了 实数 集 的 哈 默 基 ， 并 找到 一 个 不 连续 函数 了 满足 对 任意 实数 
ty 都 有 f(z +y) = f(x) + fly); 8A (G. Vitali) 用 选择 公 
理 证 明了 存在 勒 贝 格 不 可 测 集 。 另 一 方面 ， 反 对 者 们 也 在 研究 选 
择 公理 的 推论 ， 他 们 的 目的 就 是 要 得 出 令 人 怀疑 的 其 至 不 可 能 的 
结论 ， 从 而 为 他 们 的 争论 服务 . 

在 集合 论 中 ， 罗 素 并 没有 试图 用 选择 公理 去 证 明 新 的 结论 ， 
而 是 检查 已 有 的 结果 中 哪些 需要 用 选择 公理 。 他 发 现 无 穷 多 个 基 
数 的 加 法 和 乘法 的 定义 需要 选择 公理 ， 他 还 发 现 “ 戴 德 金 一 有 穷 
都 是 有 穷 的 ”以 及 “无 穷 集 都 有 可 数 子 集 ”也 需要 选择 公理 ， 另 
外 ,罗素 对 选择 公理 的 作用 还 做 了 一 些 预言 . 例如 ， 他 说 ， 选 择 公 
理 在 可 数 多 个 只 含有 两 个 元 素 的 集合 的 并 也 可 数 的 证 明 中 将 起 着 
关键 作用 . 


13 ” 策 莫 罗 的 集合 论 公 理 系统 


早 在 1896 年 ， 集 合 论 悖 论 发 现 以 前 ， 就 有 人 建议 应 对 集合 


论 进行 公理 化 .。 然而， 即使 到 了 1903 年 ， 罗 素 把 布 拉 里 一 福 落 
1897 年 的 结果 重 述 为 停 论 并 发 表 了 自己 发 现 的 悖 论 ， 当 时 这 种 公 
理化 的 呼声 还 非常 微弱 .例如 ， 希 尔 伯 特 就 认为 ， 罗 素 悖 论 揭示 
了 当今 逻辑 还 不 能 满足 集合 论 的 需要 .罗素 本 人 也 强调 ， 要 解决 
悖 论 需 要 必须 重新 考虑 逻辑 中 的 假设 ， 而 不 是 修改 数学 ， 然 而 策 
葛 罗 却 没有 对 悖 论 的 出 现 感到 不 安 ， 他 集中 于 在 数学 中 对 集合 论 
进行 公理 化 ， 而 不 是 修改 它 所 基于 的 逻辑 . 

在 关于 策 莫 罗 良 序 定理 的 证 明 的 争论 过 程 中 ， 各 种 集合 论 原 
则 如 雨 后 春 筹 层出不穷， 每 个 集合 都 有 基数 ;每 个 良 序 集 都 有 序 
型 ， 每 个 序数 都 有 后 继 ， 所 有 序数 组 成 一 个 “集合 ”; 良 序 原 则 ; 
选择 公理 ;基数 的 三 歧 性 ， 概 括 原则 ， 等 等 . 这 使 人 感到 一 片 茫 
然 ， 因 为 如 果 接 受 所 有 这 些 原则 将 会 导致 水 盾 . 大 多 数 数 学 家 都 
对 策 莫 罗 的 证 明 表示 不 同 程度 的 反对 ， 他 们 自然 而 然 地 据 弃 了 选 
择 公理 . 

为 了 对 自己 的 证 明 及 公理 进行 辩护 ， 策 莫 罗 致力 于 对 集合 论 
进行 公理 化 . 当 他 发 表 了 他 的 公理 系统 之 后 , 又 引起 了 新 的 一 轮 争 
论 . 在 1908 年 至 1918 年 期 间 ， 这 种 公理 化 被 认为 是 有 问题 的 . 
Abb, 尽管 哈 图 格 斯 (F. Hartogs) 清楚 地 阐明 了 基数 的 三 歧 性 问 
题 , 但 当 豪 斯 道夫 “个 论 ”出 现 后 , 选择 公理 又 遭 到 了 新 的 攻击 . 

1907 年 夏天 , 策 莫 罗 开始 仔细 审 察 各 种 对 选择 公理 及 其 良 序 
定理 证 明 的 批评 。 为 了 避免 主观 色彩 和 进一步 的 误解 ， 策 莫 罗 在 
1908 年 先后 发 表 两 篇 论文 . 第 一 篇 主要 是 对 各 种 批评 的 回答 ,在 
其 中 ,他 修改 了 原来 的 证 明 , 并 重新 叙述 了 选择 公理 (正好 是 罗素 
1890 年 提出 的 乘积 公理 ， 但 策 莫 罗 并 没有 参考 罗素 的 文章 ) .第 
二 篇 , 给 出 一 个 集合 论 公理 系统 ( 即 系统 2, 后 来 弗 兰 科 尔 扩充 了 
系统 2 得 到 了 ZF AR). AZ 包括 如 下 公理 或 公理 模式 。 

1. 外 延 公理 : 意思 是 ， 如 果 两 个 集合 含有 完全 相同 的 元 素 ， 
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则 这 两 个 集合 相等 . 换言之 , 集合 由 它 所 包含 的 元 素 惟 一 
确定 。 

2. 初等 集合 存在 公理 : 即 空 集 存在 公理 和 无 序 对 公理 , 

3. 分 离 公 理 模 式 ， 如 果 一 命题 P(X) 在 一 集合 9 上 是 确定 
的 ( 即 对 S 中 的 每 一 元 素 r, 可 用 逻辑 规则 确定 P(x) 是 
否 成 立 ), 则 存在 集合 T 使 得 人 恰 是 由 S 中 使 P(x) 成立 
的 那些 元 素 组 成 的 集合 . 

PRA: 如 果 S 是 集合 ， 则 5 HER ( 即 5 的 所 有 子 
集 组 成 的 整体 ) 也 是 集合 . 

. FRAM: WR 9 BRS, WS 的 (广义 ) 并 也 是 集合 . 

. 选择 公理 : 如果 S 是 由 一 些 非 空 集 合 组 成 的 集合 ， 且 两 
两 不 交 ， 则 存在 S 的 子 集 了 使 得 了 与 9 中 每 个 集合 恰 
有 一 个 公共 元 素 . 

. 无 穷 公理 : 存在 一 个 集合 2 满足 如 下 条 件 : 空 集 属于 Z; 
如 果 aeE2Z 则 {faje2， 

策 莫 罗 之 所 以 用 公理 化 来 作为 集合 论 以 及 良 序 定理 的 证 明 的 
基础 ,是 因为 他 受 了 希 尔 伯 特 的 几何 基础 中 的 公理 化 方法 的 影响 . 
然而 ， 他 的 公理 系统 的 提出 ， 不 但 没有 为 选择 公理 及 良 序 定理 的 
证 明 提供 辩护 ， 反 而 营 来 了 新 的 批评 。 几 乎 没有 人 对 他 的 公理 化 
满意 . 首先 ， 庞 加 勒 等 人 不 承认 无 穷 公理 他 认为 ， 不 存在 真正 
的 无 穷 集合 . 所 谓 一 个 集合 M 是 无 穷 的 ,并 不 是 指 把 人 们 想象 的 
无 穷 多 个 对 象 事先 放 在 一 起 ， 而 是 指 总 可 以 不 断 地 发 现 M 中 的 
BIR. 显然 ， 庞 加 勒 的 观点 来 自 于 他 的 直觉 主义 背景 ， 其 次 ， 
策 莫 罗 系统 的 另 一 个 缺陷 就 是 分 离 公理 中 “确定 的 ”这 一 概念 不 
清楚 。 这 也 是 庞 加 勒 、 罗 素 和 约 戴 恩 反 对 分 离 公 理 的 原因 。 外 尔 
(H. Weyl) 是 哥 廷 根 大 学 的 年 轻 讲师 ， 他 试图 给 出 “确定 的 ”这 
一 概念 的 严格 定义 ， 但 却 没有 成 功 。 申 夫 利 斯 也 反对 分 离 公理 ， 


p 


a Cr 


= 了 
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他 认为 ，“ 确 定 的 ”这 个 概念 是 没有 必要 的 。 PRK, RRS WR 
反对 的 第 三 个 原因 是 它 的 协调 性 问题 。 策 莫 罗 自己 也 承认 他 自己 
不 能 证 明 系 统 2 的 协调 性 . 希 尔 伯 特 的 几何 系统 的 协调 性 是 建立 
在 实数 理论 的 协调 性 基础 之 上 的 ， 那 么 ， 策 莫 罗 系统 的 协调 性 是 
怎么 得 到 保证 的 呢 ? 策 莫 罗 系 统 的 协调 性 似乎 是 建立 在 逻辑 的 基 
础 之 上 的 ， 然 而 ， 策 莫 罗 并 没有 指明 他 的 系统 是 建立 在 什么 逻辑 
之 上 的 。 这 也 是 庞 加 勒 和 罗素 反对 策 莫 罗 的 关键 所 在 .罗素 曾 试 
图 从 策 莫 罗 的 系统 导出 矛盾 ， 可 没有 成 功 . 不 过 ， 当 时 数理 逻辑 
还 处 在 不 成 熟 (因而 不 令 人 满意 ) 的 时 期 。 几 年 之 后 ， 斯 克 伦 (T. 
Skolem) 利用 一 阶 逻辑 严格 表述 了 分 离 公理 模式 . 


虽然 策 莫 罗 的 公理 系统 在 1918 年 之 前 没有 得 到 广泛 的 承 
认 ， 但 是 选择 公理 在 代数 学 中 得 到 了 应 用 。 其 中 最 重要 的 ， 大 概 
就 是 斯 坦 尼 效 (E. Steinitz) 在 域 论 中 的 工作 了 。 例如 他 用 选择 公 
理 证 明了 有 理 数 域 在 同 构 意 义 下 只 有 惟一 的 代数 闭 包 .他 的 工作 
为 接受 选择 公理 提供 了 辩解 的 理由 。 不过， 斯 坦 尼 兹 也 是 尽量 避 
免 使 用 选择 公理 ， 只 是 到 了 实在 无 法 避 开 选择 公理 时 ， 才 不 得 已 
WAL. 斯坦 尼 兹 认为 ， 这 种 情况 表明 在 代数 中 确实 需要 选择 公 
理 去 获取 有 深度 的 结果 。 随 着 抽象 代数 的 发 展 ， 他 的 观点 也 得 到 
THER. 

1908 年 至 1918 年 间 ， 在 其 他 领域 ， 选 择 公理 并 没有 被 有 意 
识 地 用 来 证 明 新 的 结论 . 不 过 , 数学 家 却 越 来 越 多 地 认识 到 , 选择 
公理 被 不 自觉 地 使 用 了 .例如 ， 哈 图 格 斯 证 明了 选择 公理 和 基数 
的 三 歧 性 等 价 ， 第 一 个 认识 到 选择 公理 在 分 析 学 中 所 起 的 深刻 作 
用 的 人 是 西 坡 拉 (M, Cipolla) ， 他 指出 ， 选 择 公理 蕴涵 极限 点 和 
序列 极限 点 的 等 价 性 以 及 连续 性 和 序列 连续 性 的 等 价 性 。 不 过 ， 
西 坡 拉 的 影响 较 小 。 谢 宾 斯 基 从 1916 年 开始 对 选择 公理 的 应 用 
的 研究 更 多 且 更 直接 地 影响 着 选择 公理 的 发 展 . 
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在 1905 年 至 1906 年 间 ， 数 学 家 对 选择 公理 的 争论 最 为 激 
烈 。 1908 年 后 ， 和 争论 变 得 时 断 时 续 ， 且 显 沉 闽 。 到 了 1918 年 ， 
大 多 数 数学 家 仍 对 选择 公理 的 作用 漠不关心 ， 其 中 原因 有 如 下 几 
点 : . 

第 一 ， 数 学 家 们 一 直 不 清楚 他 们 在 多 大 程度 上 要 依靠 选择 公 
E. 他 们 总 认为 ， 即 使 没有 选择 公理 ， 他 们 的 证 明 也 是 没有 问题 
的 . 例如 ， 勒 贝 格 就 认为 , 实数 集 的 所 有 可 数 子 集 组 成 的 集合 与 实 
数 集 等 势 这 一 结论 的 证 明 就 不 需要 选择 公理 。 当 谢 宾 斯 基 利 用 这 
个 结果 证 明了 存在 不 可 测 集合 时 ， 勒 贝 格 又 认为 ， 谢 宾 斯 基 的 证 
明 使 用 了 选择 公理 .。 因 此 ， 勒 贝 格 就 (错误 地 ) 认为 ， 如 果 避 开 选 
择 公理 ，“ 实 数 集 的 所 有 可 数 子 集 组 成 的 集合 与 实数 集 等 势 ”与 
“每 个 实数 子 集 都 是 可 测 的 ”这 两 个 命题 可 以 同时 成 立 , 在 1918 
年 ， 约 戴 恩 还 试图 用 构造 性 方法 证 明 良 序 定 理 。 这些 都 例证 了 ， 
要 掌握 选择 公理 的 奥妙 是 多 么 的 困难 . 

第 二 ， 人 们 仍然 不 清楚 ， 选 择 公 理会 不 会 导出 矛盾 。 罗 素 和 
西 坡 拉 就 怀疑 它 会 导出 矛盾 .罗素 还 曾 试图 在 策 莫 罗 系 统 中 发 现 
TE, 但 没有 成 功 . 到 了 1914 年 , 豪 斯 道夫 证 明了 分 球面 定理 (后 
来 巴 拿 赫 和 塔 斯 基 用 选择 公理 证 明了 分 球 定理 ， 一 个 单位 球 可 以 
分 成 两 个 不 相交 的 部 分 ， 其 中 每 一 部 分 经 过 若干 次 平移 和 旋转 后 
与 原 球 重合 ) . 波 雷 尔 借 此 认为 选择 公理 是 矛盾 的 , 可 他 忽略 了 每 
个 集合 均 是 勒 贝 格 可 测 的 假设 也 可 导出 分 球面 定理 .事实 上 ， 当 
时 对 选择 公理 的 协调 性 问题 还 缺乏 形式 化 的 描述 。 不 管 是 反对 者 
还 是 支持 者 (罗素 除外 ), 都 没有 想到 要 用 形式 系统 来 作为 逻辑 基 
础 . 

B=, 围绕 选择 公理 的 争论 实际 上 是 构造 数学 和 抽象 数学 的 
争论 . 欧 几 里 德 把 他 的 几何 公设 描述 成 构造 , 即使 到 了 20 世纪 初 
叶 ， 那 时 抽象 数学 已 经 有 了 长 足 的 发 展 ， 人 们 仍 认为 数学 就 是 一 
系列 构造 。 于 是 ， 问 题 就 出 来 了 ， 什 么 是 构造 ? 起 初 ， 人 们 认为 
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构造 就 是 惟一 地 定义 一 个 数学 对 象 。 就 连 选择 公理 的 支持 者 们 也 
承认 ， 选 择 公理 不 能 为 每 个 集合 实际 地 构造 出 一 个 良 序 来 ， 它 只 
是 保证 良 序 的 抽象 存在 。 策 莫 罗 的 反对 者 更 是 不 止 一 次 地 强调 ， 
这 个 良 序 并 不 是 惟一 定义 出 来 的 他们 认为 ， 一 个 数学 对 象 是 不 
存在 的 除非 他 被 惟一 地 定义 出 来 . 因而， 他 们 把 数学 存在 性 等 同 
于 实际 构造 .而 他 们 又 没有 对 构造 过 程 中 什么 是 允许 的 什么 是 不 
允许 的 作 精 确 的 说 明 。 随 着 哈达 玛 和 波 雷 尔 等 人 的 争论 的 不 断 深 
入 ， 对 选择 公理 的 争论 ， 就 变 成 了 实用 主义 者 和 康 托 主义 者 、 经 
验 主义 者 和 理想 主义 者 、 构 造 主义 者 和 柏拉图 主义 者 之 间 的 对 数 
学 存在 性 的 本 质 的 讨论 . 

第 四 , 选择 公理 缺乏 真正 的 倡导 者 , 也 就 是 说 , 没有 一 个 数学 
家 对 选择 公理 作 全 面 的 研究 ， 也 没有 人 对 它 在 数学 中 所 起 的 重要 
性 作 长 期 不 懈 的 辩护 。 某 种 程度 上 ， 策 莫 罗 应 该 算是 选择 公理 的 
倡导 者 ， 因 为 正 是 他 的 工作 才 使 人 们 认识 了 选择 公理 .然而 1908 
年 之 后 ， 没 有 人 系统 地 挖掘 选择 公理 的 重要 推论 ， 哈 默 和 哈 图 格 
斯 只 能 算 偶尔 为 之 。 罗 素 发 现 了 选择 公理 的 许多 推论 ， 按 理 说 ， 
他 有 资格 成 为 选择 公理 的 倡导 者 ， 可 他 对 选择 公理 表示 怀疑 . 

直到 年 轻 的 波兰 数学 家 、 华沙 学 派 的 谢 宾 斯 基 的 出 现 , 才 使 局 
面 大 大 改观 . 尽管 谢 宾 斯 基 早 在 1916 年 就 开始 研究 选择 公理 , É 
到 两 年 之 后 ， 他 发 表 了 一 个 关于 选择 公理 的 全 面 而 详尽 的 综述 ， 
他 的 影响 才 表 现 出 来 . 随即 , 华沙 学 派 的 数学 家 接受 了 选择 公理 . 
谢 宾 斯 基 不 但 自己 研究 选择 公理 ， 还 鼓励 他 的 学 生 也 这 样 做 ， 他 
们 的 工作 对 选择 公理 的 发 展 起 着 至 关 重 要 的 作用 ， 


1.4 ”华沙 学 派 的 工作 


在 第 一 次 世界 大 战 之 前 ， 波 兰 被 俄罗斯 、 德 国 和 奥 匈 帝国 瓜 
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分 。 当 时 波兰 的 所 有 大 学 中 只 有 四 位 数学 家 。 1911 年 谢 宾 斯 基 
以 及 其 他 三 位 数学 家 和 一 位 数学 史学 家 参加 了 波兰 科学 家 大 会 数 
学 分 会 ， 但 因 他 们 研究 的 领域 各 不 相同 而 不 能 进行 深入 讨论 . Al 
此 ， 谢 宾 斯 基 设 想 ， 一 数学 领域 应 该 由 多 个 数学 家 共同 来 进行 研 
究 以 振兴 波兰 数学 。 1918 年 , 波兰 重新 统一 ， 谢 宾 斯 基 及 其 合作 
者 开始 实施 他 们 的 设想 。 Z. Janiszewski 在 《波兰 科学 》 上 发 表 
了 题 为 《 论 波兰 对 数学 的 需要 》 一 文 。 其 中 他 指出 ， 波兰 数学 家 
应 该 在 合适 的 氛围 下 进行 合作 研究 ， 他 建议 设立 基金 创立 杂志 以 
引导 数学 工作 者 在 某 一 特定 的 数学 领域 进行 研究 . 到 了 1919 Æ, 
Janiszewski 、 谢 宾 斯 基 和 S. Mazurkiewicz 被 重建 的 华沙 大 学 聘 
为 首 批 数学 教授 . 尽管 Janiszewski 后 来 过 早 地 去 世 了 ， 但 在 集 
合 论 和 拓扑 学 方面 的 研究 已 经 开始 繁荣 谢 宾 斯 基 后 来 写 道 ， 为 
了 实现 Janiszewski 的 遗愿 ， 他 们 创建 了 一 种 外 文 期 刊 ， 用 以 发 
表 在 集合 论 、 拓 扑 学 、 实 变 函 数 和 数理 逻辑 方面 的 研究 成 果 ， 这 
就 是 Fundamenta Mathematicae 杂志 的 前 身 。 在 这 一 杂志 上 发 
表 了 多 篇 关于 选择 公理 的 论文 . 


谢 宾 斯 基 是 通过 阅读 罗素 于 1911 年 在 巴黎 的 讲稿 才 对 选择 
公理 产生 了 兴趣 ， 并 继续 了 罗素 的 研究 工作 。 与 罗素 不 同 的 是 ， 
谢 宾 斯 基 主要 集中 在 可 数 选择 公理 在 实 分 析 中 所 起 的 关键 作用 。 
他 发 现 ， 拜 尔 和 勤 贝 格 的 许多 定理 都 依赖 于 可 数 选择 公理 .特别 
是 勒 贝 格 测度 的 可 数 可 加 性 需要 选择 公理 ， 对 此 ， 勒 贝 格 却 予 以 
否认 . 谢 宾 斯 基 的 另 一 个 工作 就 是 确定 在 哪些 地 方 可 以 避免 使 用 
选择 公理 . 

在 谢 宾 斯 基 的 关于 选择 公理 的 所 有 研究 工作 中 ,最 有 影响 的 
还 是 他 于 1918 年 发 表 的 关于 选择 公理 的 长 篇 综述 。 其 中 他 详尽 
地 分 析 了 选择 公理 对 集合 论 和 实 分 析 的 贡献 .他 虽然 对 选择 公理 
持 中 立 态度 ， 即 不 认为 它 正确 也 不 认为 它 错误 ， 但 是 他 提出 的 如 
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下 三 点 却 有 力 地 支持 了 选择 公理 

(1) 在 许多 特殊 情况 下 选择 公理 可 以 避免 ; 

(2) 选择 公理 的 所 有 推论 都 没有 导致 矛盾 ; 

(3) 在 集合 论 和 实 分 析 中 许多 重要 定理 离 不 开 选择 公理 . 

谢 宾 斯 基 认 为 ， 关 于 选择 公理 的 争论 ， 主 要 起 因 于 对 它 的 意 
义 的 不 同 理解 , 据 此 他 认为 “选择 公理 ”不 是 一 个 合适 的 名 字 . 他 
认为 ， 选 择 公理 并 不 能 使 数学 家 “能 行 地 ”从 集合 中 选择 元 素 . 
事实 上 ， 确 实 存在 这 样 的 集合 ， 用 选择 公理 证 明 是 非 空 的 ， 但 却 
不 能 确定 一 个 元 素 。 另 一 方面 ， 不 用 选择 公理 就 能 证 明 非 空 的 集 
合 , 都 能 确定 其 中 的 元 素 . 对 于 谢 宾 斯 基 来 说 , 选择 公理 只 是 保证 
了 选择 函数 的 抽象 存在 性 ， 许 多 支持 者 也 同意 他 的 观点 ， 但 反对 
BAAR, 于 是 , 谢 宾 斯 基 提 出 了 如 下 问题 : 一 个 命题 可 由 选择 公 
理 推出 表明 了 什么 ? 谢 宾 斯 基 和 重 津 (N. Luzin) 都 认为 ， 这 样 的 
命题 既 不 能 被 证 明 是 错误 的 ， 也 不 能 被 证 明 是 正确 的 .的确 ， 重 
津 认为 ， 选 择 公理 只 不 过 是 一 个 权宜 的 方法 . 谢 宾 斯 基 对 选择 公 
理 感 兴趣 的 其 中 一 个 原因 是 它 与 构造 数学 的 关系 。 他 在 1921 年 
的 一 篇 文章 中 说 ， 选 择 公理 并 不 是 用 来 构造 数学 对 象 的 ， 而 是 用 
来 证 明 构 造 出 来 的 对 象 具 有 某 种 性 质 。 例如， 可 以 构造 一 个 良 序 
的 实数 集 ， 用 选择 公理 可 以 证 明 该 集 具有 连续 统 ， 但 如 果 不 用 选 
择 公 理 只 能 证 明 该 集 的 势 既 不 大 于 也 不 小 于 连续 统 . 

1918 年 之 后 , 谢 宾 斯 基 只 是 客观 上 成 了 选择 公理 的 倡导 者 . 
事实 上 ， 他 既 没有 像 策 莫 罗 那样 为 选择 公理 辩护 ， 也 没有 声明 选 
择 公理 是 正确 的 ， 一 方面 他 仔细 分 析 了 选择 公理 在 集合 论 和 分 析 
学 中 所 起 的 作用 ; 另 一 方面 ， 他 也 承认 许多 数学 家 的 反对 意见 也 
是 很 有 道理 的 .不 过 ， 正 是 这 些 反 对 意见 才 人 迫使 他 对 选择 公理 所 
起 的 作用 进行 认真 而 细致 的 分 析 . 他 的 综述 也 使 他 的 学 生 对 选择 
公理 产生 了 浓厚 兴趣 ， 塔 斯 基 就 是 其 中 之 一 . 
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选择 公理 的 许多 反对 者 用 有 穷 性 概念 来 对 选择 公理 进行 攻 
击 . 于 是 人 们 自然 要 问 一 个 有 趣 的 问题 : 是 不 是 有 穷 集 合理 论 就 完 
全 不 需要 选择 公理 ? 对 这 个 问题 的 回答 依赖 于 对 有 穷 集 的 定义 ， 
通常 地 ， 一 个 集合 是 有 穷 的 是 指 存在 一 个 正 整 数 n 使 得 该 集合 与 
{1,2,…,n} 等 势 。 1888 年 戴 德 金 给 出 了 有 穷 性 的 另外 一 个 定 
义 ， 称 作 D- 有 穷 .一 个 集合 是 D- 有 穷 的 当 且 仅 当 它 不 与 它 的 任 
何 真子 集 等 势 . 早 在 1905 EK, 罗素 就 意识 到 用 选择 公理 可 以 证 
明 有 穷 集 合 都 是 D- 有 穷 的 。 进 而， 他 指出 ， D- 有 穷 集合 的 等 集 
也 是 D- 有 穷 的 这 一 结论 的 证 明 中 也 用 了 选择 公理 . 之 后 ， 罗 素 和 
怀特 海 (A. N. Whitehead) 在 《数学 原理 》 一 书 中 补充 道 ， 用 可 
数 选择 公理 就 可 以 证 明 上 述 结论 ， 于 是 ， 有 穷 与 无 穷 的 界限 就 依 
赖 于 人 们 对 可 数 选 择 公理 的 接受 与 否 ， 罗 素 和 怀特 海 指出 ， 如 果 
拒绝 可 数 选择 公理 ， 则 可 能 存在 这 样 的 基数 ， 它 比 所 有 的 有 穷 基 
BEK, BARE D- 无 穷 的 . 谢 宾 斯 基 在 他 的 综述 中 也 对 有 穷 性 
的 定义 进行 了 深入 讨论 ， 他 提出 多 种 定义 方法 每 一 种 定义 都 可 
证 明 (无 须 选 择 公理 ) 要 么 与 通常 的 定义 等 价 ， 要 么 与 戴 德 金 的 定 
义 等 价 . 这 也 就 是 说 , 这 些 定义 可 分 为 两 类 . 同一 类 中 两 个 定义 的 
等 价 性 证 明 不 需要 选择 公理 ， 而 不 同类 中 的 两 个 定义 的 等 价 性 却 
需要 可 数 选择 公理 , 到 了 1924 年 ， 在 谢 宾 斯 基 的 影响 下 ,， 塔 斯 基 
发 表 文 章 ， 对 有 穷 集合 理论 进行 了 系统 研究 。 他 指出 ， 许 多 关于 
有 穷 集合 的 命题 ， 如 果 换 为 D- 有 穷 , 则 需要 可 数 选择 公理 . 塔 斯 
基 也 给 出 了 有 穷 集合 的 多 种 定义 方法 ， 它 们 与 通常 定义 的 等 价 性 
一 样 有 些 需要 可 数 选择 公理 有 些 则 不 需要 ， 塔 斯 基 进 一 步 指出 ， 
如 果 可 数 选择 公理 是 错误 的 ， 则 可 能 存在 这 样 的 集合 ， 它 在 通常 
的 定义 下 是 无 穷 的 ， 但 在 其 他 定义 下 是 有 穷 ， 


在 1918 年 , 谢 宾 斯 基 还 建议 数学 家 研究 与 选择 公理 有 关 的 各 
种 命题 的 推理 强度 ， 只 有 几 个 命题 被 证 明 是 与 选择 公理 等 价 的 . 
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其 中 有 和 良 序 定理 、 乘积 公理 以 及 基数 的 三 歧 性 . 数学 家 们 逐渐 地 发 
现 了 越 来 越 多 的 选择 公理 的 等 价 形式 . 到 1963 年 ， H. 拉 宾 (H. 
Rubin) 和 J. 拉 宾 收集 了 100 余 种 等 价 形式 . 大 部 分 等 价 形式 是 在 
1950 年 之 后 提出 来 的 。 罗素 和 人 怀特 海 在 《数学 原理 》 中 提 及 的 等 
价 形式 根本 就 没有 引起 人 们 的 兴趣 。1915 年 , 哈 图 格 斯 证 明基 数 
的 三 层 性 与 选择 公理 等 价 . 莱 斯 涅 夫 斯 基 (S.Leisniewski) 也 提出 
关于 基数 算术 的 一 个 等 价 形式 .但 真正 在 基数 算术 方面 提出 等 价 
形式 最 多 的 还 是 塔 斯 基 . 他 与 林 登 堡 姆 (A. Lindenbaum) 提出 并 
证 明 20 多 种 等 价 形式 .有 趣 的 是 , 在 他 的 成 果 发 表 在 Fundamenta 
Mathematicae 之 前 ， 他 曾 把 其 寄 给 了 勒 贝 格 并 想 发 表 在 巴黎 科 
学 院 的 Comptes Rendus 杂志 上 . WRAT, HAAK 
对 选择 公理 . 不 过 ， 勒 贝 格 建议 塔 斯 基 把 信 寄 给 哈达 玛 。 可 哈达 
玛 也 回绝 了 ， 并 说 选择 公理 是 正确 的 ， 无 须 证 明 . 


选择 公理 的 等 价 形式 主要 分 三 类 .一 类 是 代数 方面 的 ， 一 类 
是 基数 算术 方面 的 ;一 类 是 极 大 原则 。 极 大 原则 的 历史 可 追溯 到 
1909 年 ， 那 年 察 斯 道夫 在 其 一 篇 文章 中 提出 了 极 大 原则 ， 但 不 为 
人 们 所 注意 . 只 是 到 了 1935 年 , 佐 因 发 表 了 佐 恩 引 理 后 才 引 起 极 
大 地 关注 . 在 1927 年 , 豪 斯 道夫 还 提出 了 关于 包含 关系 的 极 小 原 
WU. 此 时 豪 斯 道夫 还 不 知道 早 在 五 年 前 ， 年 轻 的 华沙 数学 家 库 拉 
托 夫 斯 基 (K. Kuratowski) 就 提出 了 极 小 原则 。 1930 年 ， 另 一 位 
年 轻 的 华沙 数学 家 E. Szpilrajn 利用 库 拉 托 夫 斯 基 的 结论 证 明了 
序 扩 张 原则 : 任何 偏 序 都 可 扩张 为 线 序 . 除 此 之 外 ， 慕尼黑 的 数学 
家 S. Bochner 、 德 克 萨 斯 大 学 的 拓扑 学 家 R. L. Moore 也 都 曾 
提出 过 类 似 形式 的 极 大 原则 和 极 小 原则 . 最 后 ， TRSH, 也 就 是 
已 经 众所周知 的 极 大 原则 ,发 表 于 1935 年 不 过 可 以 肯定 的 是 ， 
佐 因 并 不 熟悉 这 之 前 的 极 大 原则 。 许 多 年 后 (1978 年 ) 他 说 ， 他 
虽 读 过 库 拉 托 夫 斯 基 的 书 ， 但 并 没有 注意 到 那里 的 极 大 原则 ， 不 
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过 , 仍 有 人 认为 , 佐 恩 受 了 库 拉 托 夫 斯 基 的 影响 . 之 后 , 极 大 原则 
得 到 了 广泛 的 应 用 . 法 国 数学 家 布尔 巴 基 (N. Bourbaki) 以 及 普 
林 斯 顿 拓 扑 学 家 图 吉 (J.Turkey) 还 提出 了 不 同形 式 的 佐 恩 引 理 。 

极 大 原则 之 所 以 一 开始 没有 得 到 应 有 的 重视 ， 主 要 是 因为 代 
数 界 直到 1935 年 佐 因 引 理 出 现 以 后 才 注 意 到 了 极 大 原则 。 斯坦 
尼 兹 曾 利用 良 序 定理 以 及 超 穷 归纳 法 来 证 明代 数 中 的 定理 ， 但 他 
的 后 继 者 认为 序数 和 超 穷 归纳 并 不 是 真正 的 代数 方法 因此 代数 
界 就 试图 用 一 种 更 加 代数 化 的 方法 来 代替 良 序 定理 。 因 为 极 大 原 
则 是 作为 集合 论 中 的 一 个 定理 ， 所 以 起 初 不 为 代数 界 所 知 ， 这 种 
情况 直到 佐 轧 引 理发 表 之 后 才 发 生 了 变化 . 


15 选择 公理 的 广泛 应 用 


在 1935 年 佐 恩 发 表 他 的 引 理 之 前 ， 代 数学 家 们 就 以 良 序 定 
理 的 形式 使 用 了 选择 公理 。 不过， 与 选择 公理 相关 的 主要 的 代数 
概念 还 是 极 大 性 。 像 良 序 定理 一 样 ， 这 一 概念 越 来 越 多 地 被 用 于 
代数 学 。 1918 年 之 后 ， 随 着 代数 越 来 越 抽象 化 ， 策 莫 罗 的 良 序 定 
理 也 越 来 越 多 地 被 用 于 群 论 、 环 论 、 布 尔 代数 以 及 格 论 中 ， 并 在 
线性 代数 和 域 论 中 发 现 了 新 的 应 用 .应 用 选择 公理 的 大 部 分 代数 
学 家 都 接受 了 该 公理 ， 并 没有 对 其 进行 讨论 . 

哈 默 基 在 代数 和 分 析 中 都 起 着 很 重要 的 作用 ， 这 是 因为 向 量 
空间 理论 是 分 析 和 代数 的 公共 部 分 。 1924 年 ， 挪 威 分 析 学 家 R. 
T. Lyche 应 用 哈 默 基 给 出 了 阿 贝 尔 函数 方程 可 解 的 一 个 等 价 条 
件 . 五 年 之 后 ， 奥 地 利 数学 家 C. Burstin 也 是 利用 哈 默 基 证 明了 
每 个 具有 连续 统 的 实数 上 的 向 量 空间 都 可 被 线 序 且 该 序 满足 阿 基 
米 德 公 理 。 不 过 向 量 空间 的 基 的 一 般 概念 却 出 现在 豪 斯 道夫 的 研 
TF, WE 1932 年 用 良 序 定理 证 明了 : 每 个 向 量 空间 都 有 基 . Æ 
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于 豪 斯 道夫 的 研究 ，0O. Teichmüller 证 明了 一 个 对 分 析 学 家 更 有 
用 的 结论 : 每 个 希 尔 伯 特 空间 都 有 正 交 基 。 

哈 黑 基建 立 了 线性 代数 与 分 析 的 联系 ， 而 斯 坦 尼 效 的 影响 主 
要 在 抽象 代数 ,在 实数 域 和 环 论 中 良 序 定理 的 应 用 不 胜 枚 举 ， 在 
1936 年 ， 美 国 哈佛 大 学 代数 学 家 斯 通 (M. Stone) 在 布尔 环 的 表 
示 理 论 中 作出 了 影响 深远 的 工作 .他 证 明了 素 理想 定理 ， 每 个 布 
尔 环 中 至 少 存在 一 个 素 理想 .不 像 其 他 代数 学 家 ， 斯 通 指 出 了 在 
他 的 证 明 中 何 处 使 用 了 选择 公理 .他 指出 ， 在 他 的 证 明 中 不 要 指 
望 避 开 选择 公理 。 以 后 的 发 展 证 实 了 他 是 正确 的 ， 

需要 指出 的 是 ， 斯 通 定理 实际 上 被 另 一 位 哈佛 代数 学 家 G. 
Birkhoff 先 于 斯 通 发 现 ， 且 Birkhoff 得 到 了 一 个 更 一 般 的 形式 ， 
Birkhoff 的 研究 主要 是 受 了 塔 斯 基 和 乌拉 姆 (S. Ulam) 在 抽象 测 
度 论 方面 的 研究 工作 的 启发 . 塔 斯 基 应 用 选择 公理 证 明了 ， 对 每 
个 无 穷 集 ， 痢 存在 其 上 的 可 加 的 二 值 测度 使 得 每 个 单 点 集 的 测度 
均 为 0 。 为 证 明 这 一 结论 ， 塔 斯 基 先 证 明了 集 环 上 的 每 个 真理 想 
都 可 扩充 为 一 个 素 理想 。 谢 宾 斯 基 证 明了 如 果 这 种 测度 存在 ， 则 
存在 勒 贝 格 不 可 测 集 . 

HIZR (O. Schreier) 和 阿 廷 (E. Artin) 合作 ， 把 选择 公理 
用 到 了 群 论 中 . 在 此 之 前 , 尼尔森 (J. Nielsen) GEAR. 自由 群 的 每 
个 有 穷 生 成 的 子 群 都 是 自由 子 群 . 施 菜 尔 推广 了 尼尔森 的 结果 : 自 
由 群 的 子 群 仍 是 自由 群 . 另外 , 剑桥 大 学 的 代数 学 家 B. Neumann 
也 用 选择 公理 得 到 了 关于 群 的 若干 结果 

另外 ， 在 代数 与 其 他 分 支 的 交叉 地 带 ， 选 择 公理 也 有 着 广泛 
的 应 用 。 1927 Æ, Je (D. König) 证 明了 无 穷 性 引 理 ， 并 利用 
无 穷 性 引 理 研究 了 地 图 染色 问题 和 博弈 论 。 再 如 ， 波兰 数学 家 巴 
THRE 1929 年 证 明了 所 谓 的 Hahn-Banach 定理 . 他 的 证 明 使 用 
了 良 序 定理 . 之 后 有 人 证 明 , 素 理想 定理 也 能 导出 Hahn_Banach 
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定理 。 

以 上 提 及 的 代数 学 家 都 接受 了 选择 公理 ， 对 选择 公理 的 应 用 
没有 产生 丝毫 不 安 . 与 他 们 相 比 , 荷兰 数学 家 范 德 瓦 尔 登 (van der 
Waerden) 对 选择 公理 的 态度 却 出 现 了 摇摆 。 1930 年 ， 他 出 版 了 
《近世 代数 》 一 书 。 此 书 很 快 成 为 非常 有 影响 的 参考 书 。 在 该 书 
中 ， 范 德 瓦 尔 登 收集 了 许多 定理 ， 尤 其 是 域 论 中 的 定理 ， 这 些 定 
理 的 证 明 都 用 到 了 选择 公理 。 也 就 是 说 ， 从 该 书 看 ， 范 德 瓦 尔 登 
接受 了 选择 公理 。 然而， 到 了 1937 年 ， 范 德 瓦尔 登 的 同行 们 (他 
们 都 是 直觉 主义 者 ) 奉劝 他 抛弃 选择 公理 以 使 抽象 代数 更 具 构 造 
E. 他 本 人 也 认为 , 良 序 定理 和 超 穷 归纳 法 是 先 验 的 方法 , 因而 是 
不 自然 的 ， 对 代数 的 有 穷 运算 也 是 不 合适 的 . 因此 , 在 1937 年 他 
的 书 再 版 时 ， 他 对 许多 定理 作 了 限制 。 如 他 把 斯 坦 尼 效 定理 和 阿 
廷 一 施 莱 尔 定理 限制 到 了 可 数 域 上 . 尽管 如 此 , 仍 有 一 些 结论 (如 
可 数 域 的 代数 闭 包 的 惟一 性 ) 离 不 开 选 择 公理 . 到 了 1950 年 ， 代 
数学 家 们 认为 ， 选 择 公 理 及 其 等 价 形式 如 佐 愿 引 理 和 良 序 定理 ， 
对 代数 的 发 展 是 必 不 可 少 的 。 迫 于 压力 ， 范 德 瓦尔 登 不 得 不 在 他 
的 书 的 第 三 版 中 恢复 了 许多 定理 的 原貌 . 


1906 Æ, M. Frechet 系统 地 研究 了 L~ 空间。 其 中 的 收敛 
性 严重 依赖 于 可 数 选择 公理 (当时 ， Frechet 并 没有 意识 到 ) . 2 
斯 道夫 在 1914 年 推广 了 -空间 ， 他 用 邻 域 的 概念 来 研究 点 集 拓 
扑 空间 . 实际 上 , 他 当时 引进 的 空间 就 是 所 谓 的 豪 斯 道夫 空间 : 任 
意 两 个 不 同 的 点 都 属于 两 个 不 相交 的 开 集 . 不 过 ， 豪 斯 道夫 是 有 
意识 地 应 用 选择 公理 。 然 而 ， 豪 斯 道夫 几乎 不 指出 哪里 使 用 了 选 
择 公理 。 1927 年 ， 受 Frechet 的 工作 的 启发 ， 豪 斯 道夫 引进 了 可 
分 空间 的 概念 ， 并 利用 可 数 选择 公理 证 明了 : 可 分 度量 空间 的 每 
个 子 空 间 都 是 可 分 的 。 大 多 数 拓扑 学 家 都 受 了 Frechet 或 豪 斯 首 
夫 的 影响 ， 对 选择 公理 在 拓扑 学 中 的 应 用 漠不关心 。 例 如 谢 宾 斯 
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基 和 库 拉 托 夫 斯 基 ， 他 们 总 是 小 心经 翼 地 指出 集合 论 中 再 些 定理 
需要 选择 公理 ， 但 在 他 们 的 关于 拓扑 学 的 手稿 中 ， 总 是 毫 无 意识 
地 使 用 无 穷 多 次 选择 . 谢 宾 斯 基 不 自 党 地 利用 选择 公理 证 明了 : 
如 果 一 个 拓扑 空间 具有 可 数 基 ， 则 (1) 它 是 林 德 洛 夫 (Lindelöf) 
空间 。 进 一 步 ， 对 于 具有 可 数 基 的 之 斯 道夫 空间 则 有 (1) 极限 点 
和 序列 极限 点 是 等 价 的 ， (2) 连续 和 序列 连续 是 等 价 的 . 库 拉 托 
夫 斯 基 在 证 明 “ 每 个 具有 可 数 基 的 拓扑 空间 都 是 可 分 的 ”时 也 没 
有 注意 到 选择 公理 的 作用 . 

1920 年 之 后 ， 在 莫斯科 出 现 了 以 鲁 津 的 学 生 为 主 的 拓扑 学 
学 派 . 最 杰出 的 当 数 亚历山大 罗 夫 (P. Alexandroff) 和 乌 尔 逊 (P. 
Uryson) . 与 鲁 津 不 同 ( 鲁 津 是 构造 主义 者 ), 亚历山大 罗 夫 和 乌 
尔 逊 受 了 豪 斯 道夫 思想 的 影响 ， 他 们 非常 随意 地 使 用 选择 公理 . 
1923 年 ， 亚 历 山大 罗 夫 和 乌 尔 逊 引进 了 紧 性 的 概念 。 这 一 概念 后 
来 证 明 等 价 于 海 讷 一 波 雷 尔 定理 : 每 个 开 履 盖 都 有 有 穷 子 覆 盖 ; 
也 等 价 于 波 察 诺 一 维尔 斯 特 拉 斯 (Bolzano-Weierstrass) 定理 : 每 
一 无 穷 子 集 都 有 完全 聚 点 .这 些 等 价 性 都 需要 选择 公理 . 

尽管 在 1924 年 乌 尔 逊 在 一 次 游泳 事故 中 溺死 ， 由 亚历山大 
罗 夫 整理 发 表 的 他 的 文章 , 极 大 地 刺激 了 一 般 拓 扑 学 的 发 展 . 其 中 
一 个 结论 被 命名 为 乌 尔 逊 引 理 。 这 些 结论 大 都 使 用 了 选择 公理 ， 

继 亚历山大 罗 夫 和 乌 尔 逊 之 后 ， 莫 斯 科学 派出 现 了 第 三 个 重 
要 人 物 ， 即 季 洪 诺 夫 。 1930 年 ， 通 过 研究 豪 斯 道夫 空间 到 紧 空 间 
的 嵌入 问题 ， 季 洪 诺 夫 得 到 了 如 下 结论 ， 每 个 正规 豪 斯 道夫 空间 
都 与 一 个 紧 空间 的 子 空间 同 构 ， 后 来 他 得 到 了 关于 幅 入 问题 的 充 
分 必要 条 件 ， 一 个 豪 斯 道夫 空间 可 以 嵌入 到 一 个 紧 空间 中 当 征 仅 
当 它 是 完全 正则 的 , 后 来 完全 正则 空间 被 命名 为 季 洪 诺 夫 空 间 . 他 
在 证 明 中 使 用 了 乌 尔 逊 引 理 ， 因而 也 就 间接 地 使 用 了 选择 公理 . 
通过 他 的 证 明 ， 人 们 可 以 得 出 一 个 一 般 的 结论 : 紧 空间 的 积 空 间 
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也 是 紧 的 。 这 一 结论 被 命名 为 季 洪 诺 夫 定理 .这 一 一 般 形 式 实际 
上 是 由 斯 洛 伐 克 拓扑 学 家 E. Cech 指出 来 的 。1950 年 , 凯 莱 (M. 
Kelley) 证 明了 季 洪 诺 夫 定理 与 选择 公理 等 价 。 Cech 和 斯 通 研究 
了 季 洪 诺 夫 空 间 的 紧 致 化 问题 。 Stone-Cech 的 紧 致 化 定理 被 拉 
宾 和 斯 科 特 (D. Scott) 于 1954 年 证 明 与 素 理想 定理 等 价 . 

之 后 ， 人 们 开始 推广 收敛 性 的 概念 。 几 乎 同时 独立 出 现 了 两 
种 方法 : 有 向 集 和 滤 子 。1922 年 芝加哥 大 学 的 E. H. Moore M3 
律 宾 大 学 的 H. L. Smith 提出 了 用 有 向 集 定义 收敛 性 的 方法 , 但 他 
们 使 用 了 一 种 笨拙 的 语言 来 进行 表述 . 直到 1937 年 , 才 把 这 种 方 
法 整理 清楚 并 应 用 于 拓扑 学 . 也 是 在 1922 年 ， 卡 当 (H. Cartan) 
向 巴黎 科学 院 提 交 了 推广 收敛 性 的 另 一 种 方法 ， 即 滤 子 方法 .其 
中 起 关键 作用 的 概念 是 极 大 滤 子 OPERET). ye, FHA 
用 良 序 定理 和 超 穷 归纳 法 证 明了 超 滤 子 定理 ， 每 个 滤 子 都 可 扩充 
为 超 滤 子 。 利 用 这 一 结论 卡 当 证 明了 许多 重要 结果 . 例如， 一 个 
罕 斯 道夫 空间 是 紧 的 当 且 仅 当 其 上 的 每 一 个 超 滤 子 都 有 极限 点 。 
卡 当 的 结果 使 得 布尔 巴 基 证 明了 限制 到 豪 斯 道夫 空间 的 季 洪 诺 夫 
定理 . 之 后 20 年 , 法 国 拓扑 学 家 主要 用 滤 子 作为 研究 收敛 性 的 方 
法 ， 而 美国 数学 家 则 采用 有 向 集 的 方法 。 后来， 人们 意识 到 这 两 
种 方法 实际 上 是 等 价 的 。 然 而， 这 一 等 价 性 也 需要 选择 公理 . 


拓扑 学 家 们 没有 认真 考虑 如 下 问题 : 如 果 没有 选择 公理 ， 折 
扑 学 将 会 变 成 什么 样 ? 他 们 完全 接受 了 选择 公理 .其 中 几 个 还 是 
鲁 津 的 学 生 ， 而 鲁 津 是 一 个 坚定 的 构造 主义 者 .或 许 拓扑 学 家 们 
认为 ， 用 构造 性 方法 研究 如 此 抽象 的 东西 是 不 合适 的 . 

两 次 世界 大 战 之 间 这 段 时 间 里 ， 选 择 公理 与 逻辑 之 间 的 联系 
主要 表现 在 三 个 方面 ， 第 一 ， 选 择 公理 在 数理 逻辑 中 有 着 广泛 的 
应 用 ; 第 二 ,选择 公理 在 集合 论 系 统 中 起 着 重要 的 作用 ; 第 三 , 选 
择 公理 相对 于 不 同系 统 的 协调 性 和 独立 性 。 本 节 主 要 讨论 第 一 个 
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方面 . 

在 早期 ， 由 于 集合 论 与 逻辑 的 界限 含混 不 清 ， 不 可 避免 地 ， 
选择 公理 的 反对 者 们 对 它 的 逻辑 地 位 提出 质疑 .一 方面 ， 有 人 认 
为 , 选择 公理 不 可 能 在 一 个 合理 的 系统 中 被 推出 . 皮 亚 诺 认 为 , 在 
”每 一 系统 中 ， 只 有 有 穷 多 次 任意 选择 才 是 允许 的 . 他 在 1906 年 还 
断言 ， 无 穷 多 次 选择 会 破坏 证 明 的 长 度 应 该 是 有 穷 的 这 一 要 求 
勒 贝 格 在 1918 年 也 表达 了 类 似 的 观点 . 另 一 方面 ， 有些 反对 者 对 
选择 公理 是 否 可 以 作为 逻辑 公理 表示 怀疑 ， 到 了 1908 年 ， 威 尔 
示 (E. Wilson) 认为 当时 的 逻辑 是 不 完备 的 ， 他 曾 有 过 把 选择 公 
理 加 到 逻辑 中 的 想法 . EAREN (E. V. Huntington) 关于 实数 
的 会 设 的 分 类 中 ， 威 尔 逊 认为 ， 策 莫 罗 没有 权 引 进 新 公设 来 保证 
实数 的 可 良 序 性 . 

这 些 观点 说 明了 ， 在 20 世纪 初叶 ， 数 理 逻 辑 是 不 完善 的 ， 
现在 被 认为 非常 重要 的 特点 却 在 当时 被 包 略 或 混淆 了 .在 今天 ， 
有 不 同 层次 的 逻辑 ， 如 命题 演算 ， 一 阶 谓词 演算 ， 二 阶 谓词 演算 
等 。 这些 逻 辑 的 表达 能 力 是 递增 的 ， 但 却 有 着 很 大 的 区 别 . 但 在 
当时 ， 一 阶 逻 辑 还 没有 被 闸 述 清楚 。 就 连 一 些 伟 大 的 逻辑 学 家 如 
弗 雷 格 (G. Frege) 、 罗 素 和 施 罗 德 也 没有 把 关于 个 体 的 量词 和 关 
于 谓词 的 量词 进行 区 分 。 他 们 根本 没有 意识 到 这 两 种 量词 之 间 存 
在 着 巨大 的 鸿沟 。 还 有 ， 语 法 和 语义 的 区 别 也 没有 被 注意 到 。 事 
实 上 ， 数 理 逻 辑 的 发 展 有 两 条 主线 .一 种 是 语义 研究 ， 起 源 于 布 
尔 ， 后 经 皮尔 斯 (C. S. Peirce) 和 施 罗 德 的 详细 研究 形成 了 逻辑 
代数 ， 另 一 种 则 是 语法 研究 ， 起 始 于 弗 雷 格 和 罗素 ， 但 主要 应 归 
功 于 希 尔 伯 特 及 其 学 派 。 后 来 ， 哥 德尔 和 塔 斯 基 把 这 两 种 方法 融 
FERT. 直到 1930 年 ( 哥 德 尔 证 明了 完全 性 定理 ), 数理 逻辑 学 
家 们 才 注 意 到 语法 概念 (如 协调 性 ) 和 语义 概念 (如 可 满足 性 ) 之 
间 的 区 别 . 
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莱 文海 姆 (L. Lowenheim) 第 一 次 把 一 阶 谓 词 演算 看 做 逻辑 
的 一 个 独立 分 支 。 他 证 明了 ， 如 果 一 个 语句 在 每 个 有 穷 模型 中 真 
但 不 是 在 每 个 模型 中 真 ， 则 它 在 某 个 可 数 模型 中 假 。 五 年 之 后 斯 
克 伦 修改 了 上 述 定理 ， 形 成 了 所 谓 的 莱 文 海 姆 一 斯 克 伦 定理 E 
意 一 阶 语句 ， 要 么 是 矛盾 的 要 么 在 一 可 数 模 型 中 可 满足 值得 注 
意 的 是 ,当时 斯 克 伦 并 没有 区 分 语法 概念 和 语义 概念 , 特别 是 ,他 
混淆 了 协调 性 与 可 满足 性 .按照 斯 克 伦 的 叙述 ， 他 应 该 证 明 完 全 
性 定理 (实则 不 然 ) 。 斯 克 伦 实际 只 是 证 明了 ， 如 果 一 语句 有 模型 
则 它 有 可 数 模型 ， 并 把 这 一 结论 推广 到 了 可 数 多 个 语句 上 了 。 后 
来 他 不 用 选择 公理 也 证 明了 : 如 果 一 集 可 数 多 个 公式 有 模型 则 它 
在 自然 数 集 N 中 可 满足 . 而 当 把 这 一 结论 用 于 策 葛 罗 系 统 时 ， 可 
以 得 出 ， 策 莫 罗 系统 可 能 在 N 中 是 可 满足 的 。 然而, 策 黄 罗 系统 
列 含 着 不 可 数 集 的 存在 性 ， 这 就 是 所 谓 的 斯 克 伦 伴 廖 (当时 称 作 
悖 论 ) . 对 于 斯 克 伦 来 说 ,这 反映 了 许多 集合 论 概念 所 固有 的 相对 
性 .一 集合 是 否 可 数 依赖 于 是 从 模型 的 内 部 还 是 从 其 外 部 来 看 . 


与 斯 克 伦 不 同 ， 希 尔 伯 特 主要 致力 于 语法 研究 . 在 20 世纪 
20 年 代 之 后 ， 为 了 回应 布 劳 威 尔 (E. J. Brouwer) 和 外 尔 关于 经 
典 分 析 的 直觉 主 义 批评 ,他 与 贝尔 奈 斯 (P. Bernays) 合作 开始 研 
究 证 明 论 。 按 照 他 的 观点 ， 数 学 以 及 他 所 基于 的 逻辑 不 过 是 一 些 
无 意义 的 符号 串 . 不 过 语法 概念 的 构造 必须 遵循 有 穷 性 方法 为 
了 避免 无 穷 多 个 公式 的 合 取 或 析 取 ， 希 尔 伯 特 引进 了 超 穷 公理 ， 
阿 克 曼 (W. Ackermann) 指出 (但 未 证 明 ), 超 穷 公理 蕴涵 选择 公 
理 . 之 后 ， 西 坡 拉 试图 证 明 超 穷 公理 与 整体 选择 公理 是 等 价 的 . 
而 他 实际 上 证 明了 ， 超 穷 公理 与 如 下 更 一 般 的 形式 等 价 ， 存 在 一 
个 函数 o 使 得 对 任意 不 空 类 C 都 有 O(C)EC. 据 此 ， 西 坡 拉 
得 出 结论 ， 和 策 莫 罗 选 择 公理 一 样 ， 希 尔 伯 特 的 超 穷 公 理 也 是 不 
合法 的 . 后 来 ， 希 尔 伯 特 又 引进 了 e- 公理 ， 它 仍 比 选择 公理 强 . 
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到 后 来 ， 尽 管 哥 德尔 的 不 完全 性 定理 宣告 希 尔 伯 特 计划 的 破产 ， 
贝尔 奈 斯 仍 继续 研究 希 尔 伯 特 的 证 明 论 . 他 证 明了 e- 公 理 的 相对 
协调 性 。 然 而 当代 大 部 分 逻辑 学 家 ， 都 不 再 把 选择 公理 引入 一 阶 
逻辑 中 了 ， 而 是 在 元 数学 中 使 用 选择 公理 . 

1928 年 ， 希 尔 伯 特 和 阿 克 曼 提出 了 一 阶 谓词 逻辑 的 完全 性 
问题 : 如 果 一 个 语句 在 每 个 模型 中 真 ， 则 它 是 可 证 的 。 1930 4, 
哥 德 尔 在 Hans Hahn 的 指导 下 ， 完 成 了 他 的 博士 论文 . 在 其 中 ， 
哥 德 尔 严 格 区 分 了 语法 概念 和 语义 概念 ， 这 为 他 证 明 完全 性 定理 
奠定 了 坚实 的 基础 。 同 时 也 正 是 因为 他 的 这 种 明智 的 判断 ， 导 致 
哥 德 尔 证 明 不 完全 性 定理 ， 从 而 ， 说 明 一 般 情况 下 ， 语 法 概念 和 
语义 概念 并 不 是 等 价 的 。 哥 德尔 还 证 明了 关于 可 数 语言 的 紧 致 性 
定理 ， 一 集 语句 是 可 满足 的 当 且 仅 当 它 的 每 个 有 穷 子 集 是 可 满足 
的 . 

当 塔 斯 基 读 了 斯 克 伦 1934 年 的 文章 时 ， 塔 斯 基 声称 ， 他 早 
在 6 年 前 就 推广 了 莱 文海 姆 一 斯 克 伦 定理 ， 如 果 一 集 可 数 多 个 语 
名 有 无 穷 模 型 ， 则 它 有 任意 基数 的 模型 。 尽管 没有 证 据 表明 塔 斯 
基 确 实证 明了 这 一 结论 ， 但 上 述 结论 被 命名 为 莱 文 海 姆 一 斯 克 伦 
一 塔 斯 基 定理 。 这 一 定理 与 选择 公理 等 价 . 

尽管 和 塔 斯 基 一 样 ， 马 尔 采 夫 (A. Malcev) 的 兴趣 也 是 在 语 
义 方面 ， 但 他 却 引进 了 不 可 数 一 阶 语言 。 与 塔 斯 基 不 一 样 ， 马 尔 
采 夫 证 明了 下 莱 文 海 姆 一 斯 克 伦 定理 ， 一 集 无 穷 多 个 语句 的 任意 
模型 都 有 一 个 子 模型 ， 它 的 势 不 超 过 5 的 势 . 这 一 结论 也 与 选择 
公理 等 价 . 

到 了 20 世纪 50 年 代 , 由 塔 斯 基 领导 的 贝克 莱 学 派出 现 了 . 
HH, Hek (L. Henkin) 证 明了 关于 任意 一 阶 语言 的 完全 性 定理 
和 紧 致 性 定理 都 与 素 理想 定理 等 价 . 

不 管 怎样 ， 选 择 公理 已 经 完全 被 编 入 数理 逻辑 这 张大 网 中 ， 
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完全 性 定理 、 紧 致 性 定理 、 莱 文海 姆 一 斯 克 伦 一 塔 斯 基 定理 等 数理 
逻辑 中 的 重大 定理 都 依赖 于 选择 公理 .特别 是 在 不 可 数 情况 下 ， 
这 种 依赖 性 是 不 可 和 避免 的 。 波 雷 尔 和 庞 加 勒 对 于 不 可 数 集合 的 忧 
虑 也 被 滚滚 而 来 的 高 阶 无 穷 的 潮流 所 沥 没 . 大 多 数 数 学 家 和 逻辑 
学 家 都 认为 选择 公理 是 有 用 的 、 是 不 可 缺少 的 ， 因 而 也 都 接受 了 
选择 公理 。 


1.6 选择 公理 的 独立 性 和 协调 性 


16.1 集合 论 公 理 系 统 

1904 年 ， 策 莫 罗 提出 选择 公理 时 , 他 主要 是 在 康 托 所 建立 的 
框架 内 进行 工作 的 .当时 的 集合 论 工 作者 还 没有 意识 到 集合 论 与 
逻辑 的 内 在 联系 作为 柏拉图 式 的 现实 主义 者 ， 康 托 从 没有 从 公 
理化 的 观点 来 研究 集合 论 . 到 了 1906 F, 受 希 尔 伯 特 公理 方法 的 
影响 ， 策 莫 罗 为 了 对 选择 公理 进行 辩护 ， 才 第 一 次 对 集合 论 进行 
了 公理 化 . 然而 ,许多 数学 家 对 策 莫 罗 系统 提出 了 批评 . 其 中 ， 弗 
兰 科 尔 和 斯 克 伦 认 为 ， 不 仅 需要 修改 策 莫 罗 系 统 内 部 的 公理 ， 而 
且 还 需要 加 入 新 的 公理 。 后来， 主要 通过 斯 克 伦 、 哥 德尔 和 贝尔 
奈 斯 的 努力 ， 才 使 一 阶 逻辑 成 为 策 莫 罗 集合 论 系统 的 基础 .尽管 
策 莫 罗 极力 反对 把 集合 论 看 成 是 一 阶 逻辑 系统 ， 然 而 ， 协 调 性 和 
独立 性 结果 均 依赖 于 一 阶 逻 辑 . 

策 莫 罗 对 康 托 素 村 集合 论 的 公理 化 , 起 初 只 得 到 三 个 德国 数 
学 家 的 赞同 : 黑 森 伯 格 (G. Hessenberg) 、 雅 克 布 斯 达尔 (E. Ja- 
cobsthal) 和 哈 图 格 斯 . 约 戴 恩 和 罗素 只 是 私下 里 对 策 莫 罗 系统 表 
示 反 对 ， 而 庞 加 勒 、 外 尔 和 申 夫 利 斯 则 公开 对 策 莫 罗 系 统 进行 了 
批评 , 这 些 批评 主要 涉及 协调 性 以 及 分 离 公 理 中 的 “确定 ”性 质 . 

外 尔 对 策 莫 罗 系统 进行 了 第 二 次 修正 。 和 其 他 反对 者 不 同 ， 
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外 尔 认为 策 莫 罗 系 统 本 质 上 是 正确 ， 只 需 对 “确定 ”性 质 进行 定 
义 。 他 认为 ， 一 个 性 质 是 确定 的 ， 如 果 它 可 从 x 二 y, x EYy 经 有 
穷 步 使 用 否定 、 合 取 、 析 取 和 加 存在 量词 而 得 到 . 但 是 ， 外 尔 的 修 
正 没 有 产生 什么 影响 。 直到 1922 年 ， 斯 克 伦 发 表 了 一 篇 文章 , 其 
中 对 “确定 ”性 质 给 出 了 与 外 尔 类 似 的 定义 ， 这 种 修改 才 引 起 了 
人 们 的 注意 . 

1917 Æ, HATH Dimitry Mirimanof 研究 了 存在 无 穷 递 
KERI E- 序列， 即 
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的 充分 必要 条 件 ( 但 他 并 没有 提出 禁止 这 种 序列 存在 的 公理 ) . 另 
外 ， 他 提出 ， 如 果 一 个 由 若干 序数 组 成 的 整体 与 一 个 集合 等 势 ， 
则 这 个 整体 也 是 一 个 集合 ， 这 便 是 替换 公理 的 雏形 。 但 是 ， 和 外 
尔 一 样 ， Mirimanof 的 工作 也 没 产 生 什 么 影响 .相反 地 ， 弗 兰 科 
尔 和 斯 克 伦 在 1922 年 前 后 的 工作 却 直接 影响 了 策 莫 罗 系 统 ， 他 
们 提出 了 分 离 公理 模式 . 

受到 策 莫 罗 系 统 以 及 弗 拉克 尔 工作 的 影响 , 冯 . 诺 伊 曼 (Von 
Neumann) 也 开始 研究 集合 论 。 1925 年 ， 他 提出 了 自己 的 公理 
系统 ， 给 出 了 类 是 集合 的 条 件 。 用 哥 德 尔 的 记号 ， 即 是 ， 

一 类 是 真 类 当 且 仅 当 它 与 所 有 集 的 类 等 势 . 

B. 诺 伊 曼 指出 ， 这 一 条 件 不 仅 蕴 涵 了 替换 公理 和 分 离 公 
理 ， 还 蕴涵 着 选择 公理 . 根据 布 拉 里 一 福 蒂 悼 论 ， 可 知 所 有 序数 
的 类 是 真 类 ， 从 而 它 与 所 有 集 的 类 等 势 ， 也 就 是 说 ， 所 有 集合 组 
成 的 类 可 良 序 。 借 助 于 选择 公理 ， 冯 . 诺 伊 曼 在 自己 的 系统 中 定 
义 了 序数 和 基数 的 概念 . 

1930 年 ， 基 于 弗 兰 科 尔 、 斯 克 伦 等 人 的 工作 ， 策 莫 罗 对 其 原 
来 的 系统 进行 了 修改 .提出 了 策 英 罗 一 弗 兰 科 尔 集合 论 公 理 系统 
(他 记 作 Zr) 。 在 新 系统 中 保留 了 外 延 公 理 、 吞 集 公 理 和 并 集 公 
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理 ， 修 改 了 无 序 对 公理 和 分 离 公 理 模 式 ， 增 加 上 了 弗 兰 科 尔 的 替 
换 公理 模式 以 及 基础 公理 ( 即 每 个 不 空 集合 都 有 E- 极 小 元 ) . 但 
是 ， 策 莫 罗 却 去 掉 了 无 穷 公理 和 选择 公理 。 他 认为 选择 公理 是 元 
数学 原则 . 同时 ， 策 莫 罗 还 允许 有 无 穷 多 个 原子 集合 (不 含 任何 元 
素 的 集合 ) . 另外 ,分 离 公理 模式 和 替换 公理 模式 中 “确定 性 ”是 
用 二 阶 逻 辑 描 述 的 . 

1930 年 之 后 , 越 来 越 多 的 人 倾向 于 用 一 阶 逻辑 作为 数学 和 集 
合 论 的 逻辑 基础 。 人 们 也 在 一 阶 逻 辑 中 重新 叙述 了 策 莫 罗 系 统 . 
HE, 人们 通常 用 ZFU 表示 (新 的 ) 策 莫 罗 系统 加 上 无 穷 公理 .。 
如 果 不 允 许 有 原子 集合 ， 则 记 作 ZF. ZF 加 上 选择 公理 记 作 
ZFC. 另外 , 冯 : 诺 伊 曼 的 系统 经 过 哥 德 尔 和 贝尔 奈 斯 的 改进 和 
简化 形成 了 NGB 系统 至此， 集合 论 的 公理 化 告 一 段落 . 


1.6.2 后 兰 科 尔 等 人 的 早期 工作 

要 研究 选择 公理 是 否 会 导出 矛盾 或 是 否 可 由 其 他 公理 推出 必 
须 有 两 个 先决 条 件 : 第 一 , 要 有 一 个 严格 描述 的 公理 系统 ; 第 二 ， 
该 系统 所 基于 的 逻辑 是 清晰 的 . 由 于 起 初 人 们 对 策 莫 罗 系 统 的 不 
信任 ， 当 弗 兰 科 和 尔 证 明了 选择 公理 的 独立 性 时 ， 距 策 莫 罗 系 统 的 
提出 已 经 过 去 了 14 年 了 。 1921 年 ， 弗 兰 科 尔 开始 研究 策 莫 罗 系 
统 中 各 公理 的 独立 性 。 1922 年 ， 他 发 表 了 一 篇 文章 ， 其 中 简要 证 
明了 外 延 公理 、 分 离 公 理 和 选择 公理 的 独立 性 .但 没有 给 出 详细 
证 明 。 同 年 ， 弗 兰 科 尔 发 表 了 另 一 篇 论文 ， 其 中 详细 证 明了 可 数 
选择 公理 独立 于 策 莫 罗 系统 ， 

弗 兰 科 尔 的 证 明 依赖 于 无 穷 多 个 原子 集合 ,， 这 些 原子 集合 的 
每 个 置换 诱导 一 个 自 同 构 ， 然 后 根据 群 论 的 方法 构造 置换 模型 ， 
在 置换 模型 中 选择 公理 是 不 成 立 的 . 然而 , (HEGRE BE. 
特别 是 ， 他 混 湛 了 数学 和 元 数学 概念 (这 也 反映 了 当时 逻辑 的 状 
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GL) . 后 来 一 阶 逻 辑 的 出 现 ,使 得 精确 描述 弗 兰 科 尔 的 方法 和 结果 
成 为 可 能 .这 个 任务 是 由 两 位 波兰 数学 家 在 1938 年 完成 的 ， 他 
们 是 林 登 堡 姆 和 莫 斯 托 夫 斯 基 . 他 们 对 弗 兰 科 尔 混淆 数学 和 元 数 
学 的 做 法 提出 了 批评 ， 指 出 弗 兰 科 尔 尔 构造 中 的 不 严 并 之 处 . 与 
此 同时 ， 他 们 也 得 出 一 些 自己 的 独立 性 结果 ， 例 如， 他 们 证 明 ， 
ZFU 不 能 推出 每 个 D- 有 穷 集 都 是 有 穷 的 . 但 是 ， 这 些 结果 并 没 
ARR. 

与 弗 兰 科 尔 一 样 ， 林 登 保姆 和 葛 斯 托 夫 斯 基 的 证 明 也 依赖 于 
无 穷 多 个 原子 集合 ， 他 们 也 曾 试图 避 开 无 穷 多 个 原子 集合 ， 但 没 
有 成 功 . 


1.6.3 ”相对 协调 性 

要 证 明 一 个 命题 P 独立 于 某 公理 系统 5 等 价 于 证 明 PP 的 否 
定 与 5 协调 . MÆ, 假设 5 协调 , 则 5 加 上 WP 也 协调 . 起 初 ， 
数学 家 们 希望 不 借助 于 任何 假设 证 明 (或 否 证 ) 策 莫 罗 系统 的 协调 
性 ， 就 连 希 尔 伯 特 也 希望 在 数理 逻辑 内 证 明 集合 论 的 协调 性 ， 然 
Ti, 1930—1931 年 ， 哥 德尔 证 明了 不 完全 人 性 定理 ， 宣 告 了 这 一 
希望 的 破灭 。 根 据 哥 德尔 不 完全 性 定理 ， 在 ZF 系统 内 部 不 可 能 
证 明 ZF 的 协调 性 。2F 的 协调 性 必须 在 更 强 的 系统 中 才能 得 到 
证 明 ， 而 这 个 更 强 的 系统 的 协调 性 又 是 不 清楚 的 。1930 F, 策 黄 
罗 证 明了 ， 如 果 存 在 不 可 达 基 数 则 ZF 是 协调 的 . 但 在 当时 ， 大 
多 数 数学 家 不 清楚 这 样 的 基数 是 否 存在 . 

由 于 哥 德 尔 不 完全 性 定理 ， 人 们 只 能 寡 希 望 于 建立 相对 协调 
性 .证 明 相对 协调 性 的 方法 主要 是 内 模型 方法 ， 就 是 给 定 的 集合 
论 模型 中 构造 一 个 子 模型 尽管 斯 克 伦 曾 讨论 过 内 模型 方法 ， 但 
第 一 次 真正 使 用 内 模型 方法 的 当 数 冯 . 诺 伊 曼 ，1929 年 , 冯 . 诺 
伊 曼 利用 内 模型 方法 证 明了 基础 公理 相对 于 他 自己 的 系统 是 协调 
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的 .在 1937 年 ， 阿 克 曼 也 曾 使 用 过 内 模型 方法 . 

不 过 ， 人 们 真正 关心 的 问题 还 是 选择 公理 会 不 会 导出 矛盾 . 
哥 德 尔 证 明了 , 如 果 ZF 是 协调 的 , 则 ZFC 也 是 协调 的 . 在 1935 
年 秋天 ， 当 时 哥 德 尔 正在 普林斯顿 访问 ， 他 告诉 汉 ee, 通过 
引入 “可 构成 ”集合 他 建立 了 选择 公理 的 相对 协调 性 。 进 而 ， 哥 
德尔 猜测 连续 统 假设 也 在 他 建立 的 内 模型 中 成 立 ， 到 了 1938 年 
11 月 ， 哥 德尔 第 一 次 公布 了 自己 的 结果 . 这 一 次 他 发 现 广义 连续 
统 假设 在 可 构成 模型 中 也 成 立 。 同 时 ， 他 还 证 明 可 构成 模型 是 绝 
对 的 ， 即 ， 设 M,N 为 含有 相同 序数 的 两 个 传递 模型 ， M 的 可 
构成 模型 与 N 的 可 构成 模型 是 一 样 的 。 从 而 ， 可 构成 内 模型 满足 
可 构成 公理 (每 一 集合 都 是 可 构成 的 ) . 他 正 是 利用 可 构成 公理 证 
明了 选择 公理 和 广义 连续 统 假设 的 . 

哥 德 尔 的 结果 宣告 了 集合 论 历史 上 一 个 时 代 的 结束 。 30 年 
前 ,为 了 给 选择 公理 进行 辩护 ， 策 莫 罗 对 集合 论 进行 了 公理 化 . 
这 一 做 法 在 当时 受到 种 种 指责 . 选择 公理 相对 于 ZF 系统 的 协调 
性 ， 说 明了 策 莫 罗 的 努力 在 某 种 程度 上 是 成 功 的 。 另 一 方面 ， 由 
哥 德 尔 第 二 不 完全 性 定理 ，2ZF 的 协调 性 不 可 能 在 ZF 内 部 得 到 
证 明 。 从而， ZF 的 协调 性 只 能 依靠 经 验 来 进行 验证 了 .直到 今 
RA, 还 没有 发 现 ZF 系统 中 的 了 矛盾. 因此， 按照 经 验 主义 ， 
ZF 系统 是 协调 的 . 

但 是 , 关于 相对 独立 性 , 在 20 世纪 40 一 50 年 代 没有 取得 任 
何 突 破 . 弗 兰 科 尔 一 莫 斯 托 夫 斯 基 的 结论 一 直 保持 着 领先 地 位 ， 
这 一 状况 一 直 延 续 到 1963 年 科恩 证 明了 选择 公理 相对 于 ZF 的 
独立 性 . 


1.6.4 相对 独立 性 
科恩 既 不 是 集合 论 专 家 , 也 不 是 逻辑 学 家 . 然而 , 他 的 突破 性 
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成 果 说 明 他 在 这 两 个 方面 有 着 惊人 的 才华 。 他 发 明 的 一 种 技术 ， 

叫做 力 迫 方法 ， 使 得 他 证 明了 选择 公理 和 连续 统 假设 的 独立 性 . 

力 迫 方法 至 今 还 被 广泛 应 用 。 科 恩 的 成 果 与 哥 德 尔 的 成 果 被 誉 为 
合 论 和 逻辑 界 的 两 座 丰 碑 . 

关于 选择 公理 的 独立 性 ， 弗 兰 科 尔 和 莫 斯 托 夫 斯 基 证 明了 
选择 公理 相对 于 ZFU 的 独立 性 .在 20 世纪 50 年 代 ， 门 德尔 
松 (Mendelson) 、 申 菲尔德 (J. R. Shoenfield) 和 斯 贝克 尔 (E. 
Specker) WHT, 选择 公理 相对 于 ZF 系统 去 掉 基 础 公理 的 独立 
te. 然而， 选择 公理 相对 于 ZF 的 独立 性 当时 仍 没有 得 到 证 明 . 
关于 连续 统 问 题 ， 斯 克 伦 早 在 1923 年 就 怀疑 在 策 莫 罗 系统 中 不 
能 推出 连续 统 假设 ，1947 F, 哥 德 尔 猜测 连续 统 假设 是 独立 的 . 
但 是 ， 这 些 都 没有 取得 真正 的 进展 . 

一 个 令 人 感 兴趣 的 问题 是 : 能 不 能 用 内 模型 方法 来 证 明 选 择 
公理 以 及 连续 统 假设 的 独立 性 。 希 菲尔德 松 (J.C. Shepherdson) 
注意 到 , 内 模型 的 方法 是 行 不 通 的 . 因此 科恩 采用 了 模型 扩充 的 方 
法 . 但 在 扩充 时 ，“ 强 迫 ” 某 些 性 质 在 扩充 模型 中 成 立 . 这 就 是 所 
谓 的 力 迫 方法 。1963 年 3 H, 他 完成 了 论文 “The Independence 
of the Axiom of Choice”. 其 中 他 假设 ， 如果 存 在 ZF 的 可 数 传 
递 模型 ， 则 

1. 存在 模型 ， 在 其 中 选择 公理 和 广义 连续 统 假设 者 成立 , 但 

可 构成 公理 不 成 立 。 

2. 存在 模型 ， 在 其 中 实数 集 不 可 良 序 ， 

3. 存在 模型 ， 在 其 中 选择 公理 成 立 , 但 连续 统 假设 不 成 立 . 

4. 存在 模型 ， 在 其 中 可 数 选 择 公理 也 不 成 立 . 

科恩 工作 的 重要 性 不 仅仅 在 于 他 证 明了 选择 公理 和 连续 统 假 
设 的 独立 性 , 更 重要 的 是 , 他 的 力 迫 方法 可 以 用 来 确定 各 种 命题 之 
间 的 推理 强度 . 自从 科恩 的 发 现 之 后 ， 用 力 迫 方法 获得 的 独立 性 结 
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果 层 出 不 穷 。 甚 至 在 科 恢 的 文章 发 表 之 前 ， 索 罗 门 (Solomon) 、 

菲菲 曼 (Feferman) . HAW RRA (R. Solovay) 就 利用 力 迫 
方法 获得 了 众多 结果 。 叶 赫 (T Jech) 和 Antonin Sochor #2356 
兰 科 尔 - 莫 斯 托 夫 斯 基 早 期 的 相对 于 ZFU 的 独立 性 结果 改进 成 
为 相对 于 ZF 的 独立 性 结果 。 另 外 ， 力 迫 方 法 也 得 到 了 改进 .斯 
科 特 和 索 罗 维 发 展 了 布尔 值 模型 的 方法 ; 申 非 尔 德 等 人 引进 了 基 
于 偏 序 的 力 迫 方法 ， 索 罗 维 和 S. Tennenbaum KART IRR 
WR. FBT 20 世纪 80 eft, Shit (S. Shelah) 引进 了 正常 力 迫 
方法 ， 获 得 众多 重要 成 果 。 直 到 今天 ， 力 追 方法 仍 被 广泛 应 用 . 


1.7 决定 性 公理 


由 于 许多 重要 的 定理 都 依赖 于 选择 公理 ， 反 对 者 们 试图 提出 
另外 的 公理 来 代替 选择 公理 .例如 ， Beppo Levi 于 1918 年 提 
出 了 逼近 原则 ; 丘 奇 (A. Church) 在 1827 年 ， 斯 贝克 尔 在 1951 
年 也 都 研究 了 选择 公理 的 替代 形式 ,但 这 些 替 代 形 式 都 是 县 花 一 
现 ， 没 有 引起 足够 的 重视 . 直到 1962 年 ， 两 位 波兰 数学 家 Jan 
Mycielski 和 Hugo Steinhaus 才 引 进 了 一 个 重要 的 替代 形式 ， 这 
就 是 决定 性 公理 。 这 条 公理 ( 记 作 AD) 产生 于 无 穷 博弈 ， 设 
S 是 0-1 序列 的 集合 ， 由 甲乙 双方 轮流 从 {0,1} 中 选取 元 素 ， 这 
样 进行 无 穷 多 次 ， 得 到 一 个 无 穷 序列 。 如 果 这 个 序列 属于 S 则 甲 
胜 ， 否 则 乙 胜 . 决定 性 公理 是 说 ， 对 任意 的 S, 要 么 甲 有 取胜 对 
策 ， 要 么 乙 有 取胜 对 策 .。 1964 年 ， Mycielski 用 AD 证 明 每 个 
实数 集 都 是 勒 贝 格 可 测 的 。 从而， AD 不 会 导出 巴 拿 赫 一 塔 斯 基 
分 球 定理 这 些 “ 令 人 不 愉快 ”的 结论 ， 另 外 ， AD 与 选择 公理 有 
许多 共同 的 推论 ， 例 如 ， AD 蕴涵 着 实 函 数 的 连续 性 和 序列 连续 
性 是 等 价 的 . 再 如 ， 如 果 AD 成 立 ， 则 限制 到 实数 集 的 可 数 选择 
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公理 成 立 的 。 

对 AD 的 研究 主要 涉及 大 基数 、 分 割 性 质 以 及 描述 集合 论 . 
选择 公理 蕴涵 可 测 基数 是 非常 大 的 ,而 索 罗 维 证 明了 AD 蕴涵 w 
是 可 测 基数 .类 做 地， 选择 公理 使 得 一 些 分 割 性 质 是 假 的 ， 然 而 
AD 却 能 推出 这 些 分 割 性 质 。 尽管 如 此 ， AD 的 某 些 限制 形式 却 
与 选择 公理 不 矛盾 ， 有 些 甚至 是 选择 公理 的 推论 .例如 ， 波 雷 尔 
决定 性 公理 (把 决定 性 公理 限制 在 拜 尔 的 无 理 数 空间 的 波 雷 尔 集 
E) 可 由 选择 公理 推出 , 而 更 强 的 射影 决定 性 公理 (把 决定 性 公理 
限制 在 射影 集 上 ) 也 与 选择 公理 协调 . 

然而 , 决定 性 公理 的 协调 性 却 是 成 问题 的 。 由 于 AD 蕴涵 大 
基数 的 存在 性 , 要 证 明 AD 的 (相对 ) 协调 性 ,就 必须 假设 大 基数 
的 存在 性 . 因此 ， AD 的 协调 性 实际 上 还 是 悬而未决 的 . 
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第 二 章 ”选择 公理 的 等 价 形式 


选择 公理 在 几乎 所 有 的 数学 分 支 中 都 有 广泛 的 应 用 ,许多 重 
要 定理 的 证 明 都 离 不 开 它 。 其 中 有 些 定理 的 证 明 直接 使 用 了 选择 
公理 ， 而 有 些 则 使 用 了 它 的 等 价 形式 .为 了 和 弄 清 选择 公理 在 数学 
中 的 应 用 ， 我 们 在 本 章 介 绍 它 的 一 些 最 常见 的 等 价 形式 . 


2.1 选择 公理 


在 本 节 中 我 们 将 给 出 选择 公理 的 八 种 等 价 形式 及 其 证 明 : 

AC1: SHEER F, 若 F 中 每 一 元 素 都 不 空 ， 则 存在 一 函数 f 
使 得 对 任意 ce F MA fler. 

AC2: 对 任意 集 族 F, GF 中 任 两 个 不 同 元 素 的 交 为 空 ， 且 下 
中 每 一 元 素 都 不 空 ， 则 存在 一 集合 C 使 得 对 任意 ZE F,C 
只 含有 z 中 的 一 个 元 素 . 

AC3: 对 任意 函数 f, 都 存在 一 函数 9 使 得 对 每 一 ze dom/(f), 
Æ f(x) #0, W g(x) € f(x). 

AC4: 对 任意 关系 R 都 存在 一 函数 f 使 得 dom(f) = dom(R) 
ASsfCR, 

ACS: 对 任意 函数 f, 存在 一 函数 g 使 得 dom(g) = ran(f) 且 对 
任意 ZE dom(g) 都 有 Fo(z)) =z. 

AC6: 对 任意 集 族 已 = {z; : i € I}, 车 对 任意 i 都 有 zx; 不 
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2, TUF 的 笛 卡 尔 积 
[[ F =(f : f 是 函数 有 dom(f) = AVi € 1(f(i) € zi)} 


RE, 

定义 1.1 kry 为 两 个 集合 , 如果 存 在 z 5 y 间 的 双 射 
则 称 z 与 y 等 势 ， 记 作 z 多 7 . 

ACT: 对 任意 集 族 F = {zi : i € I}, 若 其 中 的 每 一 元 素 都 不 

空 ， 且 其 中 任意 两 元 素 都 等 势 ， 则 玉 的 笛 卡 尔 积 不 空 

AC8: 对 任意 集 族 也, 若 F 中 的 每 一 元 素 都 是 序 对 ， 且 每 一 序 对 

中 的 两 个 集合 等 势 , 则 存在 一 函数 S 使 得 dom(f) =F 且 对 

任意 (x,y) E F, f((z,y)) X x 到 yy 的 双 射 。 

ACI] 是 策 莫 罗 在 1904 年 提出 的 ， 他 当时 称 之 为 选择 公理 . 
AC3 和 AC6 实际 上 是 ACL 的 变形 (AC6 也 称 为 采样 原则 ) . 
AC2 是 罗素 在 1906 年 提出 的 。 1908 年 策 莫 罗 证 明了 AC2 与 
AC1 等 价 。 AC4 和 ACS 是 贝尔 奈 斯 在 1941 年 提出 的 (AC4 也 
称 为 是 单 值 化 原则 ) 。 ACT 是 瓦 德 (L. E. Ward) 在 1962 年 提 
出 的 。 AC8 是 品 卡 斯 (D. Pincus) 在 1974 年 提出 的 . 

定理 1.2 ACIH>AC2. 

证 明 : 显然 ACI=>AC2, 只 需 证 AC2 一 >AC1 . 

BF 为 一 集 族 ， 其 中 任意 元 素 为 非 空 集合 . 令 


F’ = {{t} xz: 2 € F}, 


由 AC2 知 存在 f 使 得 对 任意 ce F, f UEF {r} xz 中 的 一 
个 元 素 . 显然 由 f 就 可 定义 上 的 一 个 选择 函数 . 口 
定理 1.3 ACI=AC3. 
证 明 : 任 设 为 一 函数 . 4 F =ran(f). 由 ACL, TRA 
下 上 的 选择 函数 . 今 定义 函数 g 如 下 ; 对 任意 x € dom(f), g(x) = 
A(f(z)). BR h 为 所 求 . o 
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定理 1.4 _ AC3 一 >AC1 . 

证 明 : 设 F 为 一 集 族 ， 其 中 任意 元 素 都 为 非 空 集 . 设 h 为 
恒 等 函数 ， 即 对 任意 ze F,h(c)=2. 由 AC3 知 存在 一 函数 f 
使 得 对 任意 r c dom(h) 都 有 f(x) e h(x) ,显然 这 样 的 f 就 是 
F 上 的 选择 函数 . 口 

定理 1.5 AC4 一 >AC5 . 

WEAR: 任 设 f 为 一 函数 , 令 R= {(z,y): yz) ef}. H 
AC4 知 存在 一 函数 9 使 得 dom(g) = dom(R) Hg CR. BR 
9 为 所 求 . o 

定理 1.6 AC5 一 >AC4 . 

证 明 : 设 丸 为 一 关系 ， 定 义 一 函数 h 如 下 : 


h= {((x,y), 2) : (x,y) € R}. 


由 ACS 知 存在 一 函数 g 使 得 dom(g) = ran(h) . 且 对 任意 
z € dom(9) 都 有 A(g(z)) = z. 定义 函数 f 如 下 : 对 任意 
z € dom(g) = ran(h), + f(x) 为 g(z) 的 第 二 个 坐标 。 显然 
dom(f) =dom(R), Hf CR. 从 而 f 为 所 求 . 口 

定理 1.7 AC4 一 >AC3 . 

证 明 : 任 设 f 为 一 函数 ， 定 义 关系 R= {lz,y) : ye 
f(z)} . 由 AC4 知 存在 一 函数 g 使 得 dom(g) = dom(R) H 
CR. 容易 验证 9 AMR. 口 

定理 1.8 AC3=>AC4, 

证 明 : 任 设 R 为 一 关系 ， 定 义 函 数 h MP: 对 任意 r eE 
dom(R), 4 A(z) = {y : (x,y) € R}. h AC3 知 存在 一 函数 f 
使 得 如 果 x E€ dom(h) H h(x) #0, W f(z) € A(x) . 这样 的 f 
即 为 所 求 。 D 

定理 1.9 ACi< ACE. 
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证 明 : DR. o 
定理 1.10 AC6<>AC7. 

证 明 : 显然 有 AC6 一 >AC7 ， 只 需 证 AC7 一 >AC6 . 

KF = {Zi : i cI) ARR, 其 中 任意 元 素 都 是 非 空 


集 . 令 
Y= (Utz: : 1 E n 
HS 
F'={Y xa; : iE} 
下 面 我 们 首先 证 明 , 对 任意 i € JT,Y x2, 与 Y SH, 定义 Y xa; 
BLY 内 的 函数 h 如 下 对 任意 f EY, uE ai, > h(f,u) =g, 
RP g 定义 为 。 g(0) =u, g(n 十 1) = f(n). BRA 为 单 射 
故 Y x zi 的 势 不 超 过 Y HH. MY 的 势 不 超 过 Y x zi HR, 
从 而 x zi 与 Y 等 势 . 根据 ACT MILF’ AB, 容易 验证 F 
ERZ, o 
定理 1.11 AC8< 一 AC1 . 
证 明 : 显然 AC1 一 >AC8 ， 只 需 证 明 AC8=>AC1 , 
任 设 F 为 一 集 族 ， 其 中 元 素 均 为 非 空 集合 . + 


F’ = {((@ x w) U{O},2 xw) : rerF}. 


根据 AC8 知 存在 一 函数 9 使 得 对 任意 Zz e F, g(x) (£ xw)U{O} 
到 (xxw) 上 的 双 射 . 定义 函数 f WMF: 对 任意 ze F, $ f(z) = 
9(z)(0) . 显然 f 是 下 上 的 选择 函数 . 口 


2.2 良 序 定 理 


1904 年 ， 策 莫 罗 证 明了 选择 定理 (ACI) 与 良 序 定理 等 价 . 
本 节 将 给 出 良 序 定理 的 三 种 等 价 形式 。 
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WO1: 每 一 集合 都 是 可 以 被 良 序 的 . 
WO2: 对 每 一 集合 > 都 存在 一 序数 a BMH frase. 
WO3: 对 每 一 集合 r 都 存在 一 序数 a RBH fico, 
容易 看 出 ， WO2—WO0O3, WO3—W0O1 . 
定理 2.1 WO1 一 >WO2. 
证 明 : 设 z 为 一 集合 ， 民 是 x 上 的 良 序 关 系 . 下 面 我 们 用 
超 穷 归纳 法 来 构造 一 函数 9 . 
若 上 为 了 中 的 关于 RR 的 最 小 元 ， 则 令 g(t) =0. 
设 sez 且 设 对 任意 tRs, g(t) BEM, WA g(s) = {g(t) : 
tRs} . 
显然 9 ec 到 某 一 序数 上 的 双 射 。 口 
定理 2.2 AC1 一 WO2 . 
证 明 : 设 5 为 一 非 空 集合 , 令 P(S) 为 8 的 所 有 子 集 组 成 
的 集 族 . 根据 ACI 知 ， 存 在 P(S)— {0} 上 的 选择 函数  . 下面 
我 们 用 超 归 纳 法 构造 一 函数 g MF: 令 
9(0) = f(S). 
设 E 为 一 序数 ， 且 设 对 任意 7 <£, 9(n) BEM, HE 


S—{9(n) : n< E} FO. 
则 令 
9(§) = F({S ~ {9(n) : n< E}. 
设 a 为 最 小 的 序数 使 得 S—{9(n) : n <E} = 及 (这 样 的 a 存 
在 ) 。 则 函数 g 是 a BS 上 的 双 射 . 口 
定理 2.3 WO2 一 >ACl . 
证 明 : 任 设 F 为 一 集 族 ， 其 中 每 一 元 素 均 为 非 空 集合 ， 令 
S=VF={s : dr € F(s € 7)}. 
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则 由 WO2 知 存在 一 序数 a 及 双 射 9 : a 一 S. 对 任意 re F, 
4 

Ts = {n : ds € z(g(n) = s)}, 
iT, 的 最 小 元 为 N. EX F EVRA SOP: 对 任意 ZE F, 
f(z) = g(mz) 。 显然 为 了 上 的 选择 函数 . 口 


2.3 AMS ete 


定义 3.1 定义 集合 间 的 关系 如 下 : 对 任意 二 集合 ry, 

Ty 当 且 仅 当 存在 zx 到 y 内 的 单 射 ; 

cy 当 且 仅 当 存在 z Bl) y 的 双 射 (这 时 称 2 与 y SH), 

显然 ， 是 等 价 关 系 . RNM rxy 表示 zZ <y 但 zy. 

定理 3.2 ( 康 托 一 伯 恩 斯 坦 定理 ) MR ry A yX<-c, WW 
TX Y. 

WEAR: BB. 口 

命题 3.3 对 任意 二 序数 a,b, DH a<B,a=B,B<a 
之 一 成 立 . 

1915 年 ， 哈 图 格 斯 提出 了 势 的 三 层 性 原则 

Th 对 任意 集合 5,y, DA Ty, £y, y xe 2—RyY, 

定理 3.4 WO2=>T1l. 

证 明 : 由 命题 3.3 和 定理 3.2 直接 得 到 . 口 

定理 3.5 TI= W03. 

WH: 对 任意 r, $ T(z) = {a : a < rH a 是 序数 } 
( 称 D(x) 为 哈 图 格 斯 函数 ) 。 显然 对 任意 z, T(z) 为 一 序数 ， 根 
据 T1 知 ，z <T(z) 或 者 F(z) <2, mR T(r) < 2, 则 必 有 
T(z) € T(z), 这 是 不 可 能 的 。 因此 必 有 x < T(z)， 即 存在 单身 
f:2—+T(2), 即 WO3 RY. 口 
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T2: 对 任意 集合 zy, BARE r Bly 上 的 满 射 ， 要么 存在 y 到 

Z 上 的 满 射 。 

T2 是 由 林 登 堡 姆 和 塔 斯 基 于 1926 年 提出 的 。 1948 年 谢 宾 
斯 基 证 明了 它 与 选择 公理 等 价 . 显然 TI=T2. 为 证 明 T2 与 选 
择 公 理 等 价 ， 先 给 出 下 面 引 理 . 

513.6 ry 为 两 个 集合 . MRE x 到 y 上 的 满 射 ， 
则 存在 P(y) 到 P(z) ABS SUT. 

证 明 : 设 f 为 x By 内 的 单 射 。 定义 函数 g 如 下 对 任意 
te Ply), gt) = {s €E 2 : f(s) € t} . ME g 是 单身 
对 任意 ti,t2 E Ply), 容易 看 出 g(ti — te) = g(t) 一 g(t2) 。 如 
果 g(ti) = g(t2), 则 g(t: — te) = gti) — g(te) = 0, 这 时 必 有 
th =t. o 

定理 3.7 T2—> W08. 

VER: 考虑 非 空 集 z 及 TT(P(z)), 根据 T2 知 要 么 存在 z 
到 [(P(z)) 上 的 满 射 要 么 存在 T(P(z)) 到 x 上 的 满 射 。 如 
果 前 者 成 立 ， 则 由 引 理 3.6 知 ， 存 在 P(T(P(z))) 到 P(x) 内 的 
单 射 。 又 (P(xz)) < P(T(P(z))), 故 T(P(z)) < P(x). 于 是 
IT(P(x)) €T(P(2)), 矛盾 .从 而 必 有 后 者 成 立 ， 即 存在 下 (P(z)) 
到 z 上 的 满 射 / 。 下面 定义 x 到 下 (P(z)) 内 的 函数 9 如 下 : 对 
任意 tes, g(t) 定义 为 集合 {a : a ET(P(z)) 且 f(a) = t} H 
最 小 元 .不 难 验 证 g 是 z 到 序数 工 (P(x)) 内 的 单 射 。 o 


24 集合 的 势 的 运算 
定义 4.1 设 入 为 一 序数 ,如 果 VB < AG < 入 ) 则 称 和 为 


一 基数 . 
对 任意 序数 6, 用 wp 表示 第 6 个 基数 容易 证 明 ， 对 任意 
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序数 a, 都 存在 惟一 的 一 个 基数 wp 使 得 a wg. 这 时 则 称 a 的 
势 为 wg 记 为 lal = wg . Hc 是 一 可 良 序 集合 ， 则 必 有 一 序数 
a 使 Z s an 从 而 必 有 惟一 的 一 个 基数 ws 使 wg .这 时 定义 
z 的 势 为 wg 。 记 为 |z| = ws . 从 而 ， 如 果 假 设 选择 公理 ， 则 对 
任意 集合 z, 我 们 都 可 定义 它 的 势 为 某 一 基数 . 因此 在 有 些 文献 中 
也 把 z 的 势 |z| 称 为 z 的 基数 ,然而 如 果 没 有 选择 公理 ， 要 定义 
一 集合 z 的 势 就 比较 困难 了 ， 一 般 地 ， 在 没有 选择 公理 时 ， 按 如 
下 式 子 定义 一 集合 z 的 势 


Iz] = {y : z ~% yAVz(z = x > rank(y) < rank(z))}, 


这 里 ， rank(y) 表示 集合 y WK. 容易 看 出 ， 当 r 可 良 序 集 时 ， 
|x| 中 有 惟一 的 一 个 基数 wo, 这 时 就 把 wa 作为 |z| 。 从 而 每 一 基 
数 都 是 某 一 集合 的 势 . 今后 我 们 用 小 写 希 腊 字 母 x, 入, 六 … 表 
mE. 

定义 4.2 设 ,A 为 势 , 则 有 x,y 使 =|zl, A= yl. = 
义 & 与 入 的 关系 < 如 下 ，k& < 入 当 目 仅 当 z <Yy， 

BR, K=A YAMS erry. 

定义 4.3 KK=|2|,\=|yl HH, HR eny-0. 定义 


K+A=|rUy| 
Ke dA= |z xy] 
rà = |2¥| 

2" = |P(z)| 


定义 4.4 设 k= |z| 为 势 , 定义 « 的 哈 图 格 斯 数 为 PT(k) = 
IT(z)] . 
容易 看 出 ， 对 任意 势 5, (x) 为 一 基数 . 
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引 理 4.5 设 ,入 ,4 为 势 ， 则 
(1) (He = M 
(2) (k +A)? =k? +2k- A+A? 
(3) K+A<K-A 


定义 4.6 MRK > w, MRK 为 无 穷 势 . 
Pl: 对 任意 无 穷 势 k, PA KP =, 

显然 WO1 一 >Pl1 . 要 证 Pl 蕴涵 选择 公理 ， 先 证 明 下 面 引 
理 . 

引 理 4.7 设 AHA, Ha 为 一 序数 . 如 果 十 wo = 
Ks Wa, WK Swe Kwa SK. 

证 明 : 取 一 集 z 使 <=| 人 zl 且 zmnwa=1. RSF HTX Ww, 
到 xz Uwa 上 的 双 射 。 如果 存 在 一 上 ez 使 得 对 每 一 B e wa 都 有 
f(t,B) Ez, M wasr. 否则 对 每 一 上 Ez 取 记 为 最 小 的 序数 
使 得 f(t, Bi) € wa 。 这 时 显然 有 2 < wa ， 口 

推论 4.8 对 任意 无 穷 势 6, 车 十 T(6) = .Te)， 则 
&<T(k). 

证 明 : 由 引 理 4.7 HI, BAK < 了 (pk) EAr) <k .而 
T(K) < k 是 不 可 能 的 ， 故 必 有 k <T(K). o 

定理 4.9 PI—WO3. 

证 明 : 要 证 WO3 只 需 证 对 任意 无 穷 势 <, 都 有 上 <T(K). 
为 此 只 需 证 4 十 T(k) =«-T(«) 。 根据 Pl 及 引 理 4.5(2) 知 

上 十 了 (6) = (EC 十 了 (6))2 

K? + 2r- T(K) + T(r)? 
«&-T(«), 


lv ll 


由 引 理 4.5(3) 知 
&K+T(K) <r- T(K). 
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从 而 
k+T(k)=x- T(K) 


由 推论 4.8 HK <T(K). 口 
P2: 对 任意 两 个 无 穷 势 k, 和, HK? =, MK =r, 
显然 P1= 全 P2, 下 面 证 明 P2 一 >WO3 . 
定理 4.10 P2—> W083. 
证 明 : 要 证 明 WO3, 只 需 证 明 对 任意 无 穷 势 k 都 有 一 基数 
wa 使 < wo . 令 入 = 各 ,只 要 能 证 明 k <T(A) 即 可 。 首先 注 
意 到 


A2 一 (n”)? 一 Kee 一 K” = À. 


从 而 有 

(ATAD? =A TA). (4.1) 
下 面 证 明 

(A+T())? =A- rA). (4.2) 
一 方面 


(A+T(A))? = A? + 2A- (A) + (PA)? > P(A); 
另 一 方面 


(A +T()))? 


A2 +2 -T(A) + (F(A)? 
A+T(A) +A- TA) 
APA) + 入 .TOA) 

2A- P(A) =A- T(A). 


IOIA | 


从 而 根据 (4.1) 和 (4.2) 式 知 
(A + P(A)? = .TO)). 
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由 了 2 知 
A+A) =A- r(A). 


由 推论 4.8 MA<TO), Am k <P). o 
GCH( 广 义 连续 统 假设 ): 设 ,入 为 两 个 无 穷 势 ,如 果 & < 入 < 25, 
则 要 么 = 二 入 要 么 和 = 2*， 
定理 4.11 GCH=5P1, 
证 明 : 任 设 s 为 无 穷 势 , 要 证 k? = ,容易 证 明 < Qn < 2" 
且 2k < k? .又 我 们 可 以 证 明 2° Kw? .从 而 有 < 26 <2", 
FE k? < (2k)? < 2 = 2" .从 而 由 GCH 得 上 = K2, 即 P1 成 
立 。 口 
由 于 Pl 与 选择 公理 等 价 ， 所 以 GCH 蕴涵 选择 公理 . 但 反 
之 不 成 立 (将 在 第 五 章 给 出 证 明 ), 所 以 GCH 比 选 择 公理 强 ， 


2.5 极 大 原则 


定义 5.1 设 (P<) 为 一 偏 序 集 . 且 设 XCPueP. 
(1) 如 果 X 被 < RA, WA X 为 P 的 链 . 
(2) 如 果 对 任意 ZE PRA r <u, We uw XK WEE. 
(3) 如 果 对 任意 ce PRA ukr, 则 称 uw PHF < 
的 极 大 元 ， 简 称 极 大 元 . 
M1: 任 设 (P, <) 为 一 非 空 偏 序 集 . 如 果 P 的 每 一 个 链 都 有 上 
FH, W P ERKE. 
定义 5.2 it F ARIK, K 已 具有 有 穷 特性 , 如 果 对 任 
ERA XA: XCF 4HW4 X 的 每 一 有 穷 子 集 都 属于 PF. 
M2: 设 F 为 一 集 族 . 如果 F 的 每 一 个 链 的 并 集 仍 是 FF 的 元 
R, WF 有 关于 包含 关系 的 极 大 元 
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M3: 任 设 F 为 一 非 空 集 族 。 如 果 具有 有 穷 特性 ， 则 AK 

于 包含 关系 的 极 大 元 。 

M1 是 库 拉 托 夫 斯 基 在 1922 年 提出 的 ， 表 面 上 看 起 来 它 与 
选择 公理 无 关 ， 但 是 1935 年 佐 恩 证 明了 它 与 选择 公理 等 价 . 所 
以 人 们 常 把 M1 称 为 佐 恩 引 理 (许多 书 也 把 它 称 为 库 拉 托 夫 斯 基 
ER). 佐 恩 是 第 一 个 把 MI 用 于 代数 学 中 的 人 . 在 1939 
年 和 1940 年 间 ， 泰 施 姆 勒 (Teichmuller) 和 图 吉 独 立地 给 出 了 
M3, 并 证 明了 M3 与 选择 公理 等 价 。 人 们 常 把 M3 称 为 图 吉 引 
理 。 另 外 之 斯 道夫 、 华 莱 士 (A. D. Wallace) 、 哥 特 沙 尔 克 (W. 
H. Gottschalk) 、 堆 夫 特 (H. Hoft) . Æp% (P. E. Howard) 、 
哈 珀 尔 (J. Harper) 和 拉 宾 都 给 出 了 一 - 些 不 同形 式 的 极 大 原则 ， 
它们 都 与 选择 公理 等 价 . 

定理 5.3 WO2—M1. 

证 明 ， 设 (PP <) 为 一 非 空 偏 序 集 ， 且 设 P 的 每 一 个 链 都 
ALF. 我们 将 要 证 明 P 的 极 大 元 。 由 WO2 知 ， 存 在 序数 a 
及 a 到 PP 的 双 射 f .下 面 我 们 用 超 穷 归纳 法 构造 P 的 一 个 链 
{co,c1,*** Cg, +++}: 

co = f(0). 

设 on 已 定义 ， 则 令 cy+1 = f(y), 其 中 y WHE f(y) > 6 
的 最 小 的 序数 . 

KE 为 极限 序数 , 如 果 对 任意 n< E, cn 均 已 经 定义 旦 {cn : 
n< E} A P RTE, 则 令 ce = f(y), 其 中 7 为 使 得 f(y) 是 
{cn : 7 < 各 的 上 界 的 最 小 的 序数 . 

由 于 P 为 集合 ， 故 必 存 在 序数 6 使 得 对 任意 y 都 有 cp ¢ 
fly). BR ce 就 是 P 的 极 大 元 . 口 

定理 5.4 MI1= 僵 M2 . 

证 明 : 设 为 一 非 空 集 族 ， 且 设 下 的 每 个 链 的 并 集 仍 是 下 
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RR. BAP 在 包含 关系 下 是 偏 序 集 ， 且 F 的 任意 链 的 并 集 
就 是 该 链 的 上 界 . 从 而 由 M1 知 ARAKI. 口 
定理 5.5 M2=>M3. 
证 明 : 设 下 为 一 非 空 集 族 ， 且 设 玉 具 有 有 穷 特性 ,。 任 设 C 
为 五 的 关于 包含 关系 的 一 个 链 . $ 4 = LUHz : ZEC .显然 
4 的 任意 有 穷 子 集 都 属于 F, 由 F 的 有 穷 特 性 知 AC Fr. .从 而 
根据 M2 AF 有 关于 包含 关系 的 极 大 元 . 口 
定理 5.6 M3=>AC1. 
证 明 : 设 下 为 一 集 族 ， 其 中 每 一 元 素 都 非 空 . > 


G = {f : JÈ F HETA A 上 的 选择 函数 } 


显然 G 具有 有 穷 特性 。 从 而 根据 M3 知 G 具有 极 大 元 9 。 容 易 
验证 dom(g) = F, 于 是 9 REF LMA, 口 


2.6 ”代数 学 中 的 等 价 形式 


代数 学 中 有 许多 命题 也 与 选择 公理 等 价 . 这 些 命题 在 一 开始 
使 用 时 并 不 知道 是 否 与 选择 公理 等 价 ， 只 是 到 了 1953 年 才 被 证 
明 与 极 大 原则 等 价 。 本 节 介 绍 代数 学 中 三 个 与 选择 公理 等 价 的 命 
E. 

定义 6.1 称 (LA, V) 为 格 如 果 工 为 一 非 空 集合 ， 且 A 和 
V 为 也 上 的 二 元 运算 且 任意 w b,c e 工 都 满足 如 下 条 件 ， 

(1) aAbEL,aVbeL, 

(2) aAa=a H aVa=a, 

(3) aAb=bAa H aVb=bVa, 

(4) aN(bAc) = (aAb) Ac, aV(bVc) = (aVb) Ve, 

(5) aV (a@Ab) =a,aA(aVvb)=a, 
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今后 为 方便 起 见 ， 常 简单 地 用 工 表示 一 个 格 . 

定义 6.2 

(1) 设 ee 了 ,如果 对 任意 ACL BA ane =a, 则 称 e 为 
L 的 单位 元 。 

(2) 设 e c L, 如 果 对 任意 a EL 都 有 a 人 和信 e = e, Whe HW 
L 的 零 元 . 

容易 看 出 , 若 格 亏 有 单位 元 或 零 元 ， 则 它 的 单位 元 和 零 元 是 
惟一 的 . 因此 今后 在 不 发 生 混 淆 的 情况 下 我 们 用 1 表示 工 的 单位 
元 ， 而 用 0 表示 工 的 零 元 . 

定义 6.3 KRECL, 称 瑟 为 二 的 理想 如 果 它 满足 下 面条 
件 : 

(1) SHER abe ERG aVbEE; 

(2) 对 任意 aGELROCEMAaNDEE, 

MRE ABE, HEAL, 则 称 为 真理 想 . 

定义 6.4 HFCL, KF RL HRP ORERE PR 
件 : 

(1) HES a,b E F, BA aNDEF; 

(2) 对 任意 a EL 及 beF, 则 avberF. 

WRF HEPA PAL, War AL HBR. 

定义 6.5 称 (B,A,V,—* 0,1) 为 一 布尔 代数 如 果 (B, A, V) 
为 格 ， 0 和 1 分 别 为 B 中 的 零 元 和 单位 元 ， -1 为 B 上 的 一 元 
运算 ， 且 对 任意 a,b,cE BRA. 

(1) aN (bVc) = (aAb)V (ano), 

aV (bAc)=(aVdb)A(aVo), 

(2)aVa'=1,aAa'=0 

今后 我 们 常 简单 地 用 B 表示 布尔 代数 ， 

定义 6.6 KE C BHEE, 如 果 对 任意 ac B 都 有 : 
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a E€ E ARY a! g E, WP E X BUREE, 

不 难看 出 ， 在 布尔 代数 中 极 大 理想 和 素 理想 是 两 个 等 价 的 概 
ALI: 每 一 个 具有 单位 元 且 至 少 有 两 个 元 素 的 格 都 有 极 大 真理 

AL2: 如 果 世 为 一 个 具有 单位 元 上 且 至 少 有 两 个 元 素 的 格 ， 且 刀 
为 工 的 真理 想 ， 则 E 可 扩张 为 工 的 极 大 真理 想 . 

AL3: 设 B 为 一 布尔 代数 ， 且 设 SC B .如果 0 gS AEE 
a € S RA a! gS, WEE B 的 极 大 理想 了 使 得 TMS 为 
空 集 . 

AL2 是 斯 科 特 在 1953 年 给 出 的 ， AL3 是 S. Mrowka 在 
1955 年 给 出 的 并 证 明 它 与 选择 公理 等 价 . 但 当时 的 证 明 有 错误 ， 
到 了 1958 年 ， Mrowka 修改 了 他 的 证 明 . 

命题 6.7 AL2 一 >AL1 . 

证 明 : BR. 口 

定理 6.8 M2—>AL2 . 

证 明 : 设 工 是 一 个 具有 单位 元 且 至 少 有 两 个 元 素 的 格 ， 再 设 
EA LW. OF ={X : CX 有 XX 是 上 的 真理 想 }, 显 
RF RS. ERC HF WH, 容易 验证 UC 也 是 工 的 真理 想 . 
因此 由 M2 知 F PARAKEY. 这样 的 Y 就 是 工 的 极 大 理想 . 

D 

定理 6.9 AL2 一 >AL3 . 

证 明 : 设 B 为 一 布尔 代数 ， 且 设 $CB 满足 0g5S AXE 
意 aE 5S 都 有 a ! &9. 令 已 是 由 集合 {a-l : acs} 生成 的 
理想 .不 难 验证 E YAE. h AL2 知 E 可 扩张 为 B 的 极 大 
真理 想 了 .容易 证 明了 Tn 5 是 空 集 . o 

定理 6.10 AL3=>M3 
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证 明 : 设 F 为 一 集 族 ， 且 具有 有 穷 特 性 . OX =UP BS 
B= P(X). 显然 B 在 集合 的 并 交 补 运算 下 构成 布尔 代数 .下 证 
FARK. 不 妨 设 X PAX EF, WX 为 极 大 元 ) . 令 


S={ACX : AG FHX-A¢F}. 


则 显然 空 集 不 属于 S 且 对 任意 AC S BA X-AGS. H AL3 
H, FE B 上 的 极 大 真理 想 了 使 得 TS = 和 .由 FF 的 有 穷 特 
A U(IN F) Ee F 容易 验证 U(IN F) 为 F RK. o 
定理 6.11 ALI 一 >M3 . 
证 明 : BF 为 一 集 族 , 且 具 有 有 穷 特 性 . 下 证 F 有 极 大 元 . 
&X=UF. Kink X RAFF. S Fl = FU{X}. 3E 
意 s, tE Fr', 定义 


sAt=sNt, 

SUt， 如 果 s UtEe F; 
sVt= 

X FNL 


容易 验证 (FA V) 是 一 个 格 ， 且 有 单位 元 X 。 根据 ALI 
Al, 五 有 一 极 大 真理 想 了 工 . BRICK, 从 而 UTE F .不 难 
证 明 UT 为 了 的 极 大 元 . 口 


2.7 ”拓扑 学 中 的 等 价 形式 


本 节 介 绍 选择 公理 在 拓扑 学 中 的 几 个 等 价 形式 . 

TOP1 ( 紧 致 性 定理 ): 设 {X; : ie 了 } 为 紧 空 间 的 族 ， 则 它 的 
积 空间 [] Xi BRA, 

TOP2: 设 {X; : i E 了 为 紧 空 间 的 族 ， 其 中 空间 两 两 孔 相 同 
HR. 则 它 的 积 空间 X: 是 紧 空 间 . 


49 


TOP3: 如 果 {XT} : i € 了 为 一 族 紧 空间 ， 其 中 空间 两 两 
互相 同 胚 且 对 任意 icl, Ti 只 有 三 个 元 素 ， 则 它 的 积 空间 
MX: 是 紧 空 间 . 

季 洪 诺 夫 在 1935 年 利用 M3 证 明了 TOP1 ， 凯 菜 在 1950 
年 证 明了 TOP1 蕴涵 M3, 1962 年 瓦 德 提 出 了 TOP2 并 证 明 
它 与 选择 公理 等 价 ， 1967 年 阿拉 斯 (O.T. Alas) 证 明了 TOP3 © 
也 与 选择 公理 等 价 . 

容易 看 出 ，TOP1 一 >TOP2 一 >TOP3 . 为 了 证 明 它 们 与 选 
择 公理 等 价 ， 我 们 将 证 明 M3= 僵 TOP1 和 TOP3—AC7. 

定义 7.1 t SHETTA, F 为 P(S) 的 真子 集 . 称 
FAS 上 的 滤 子 如 果 下 不 空 且 满足 : 

QAXeEFAXCYRIYEF, 

QA#XeEFAYeEF,WXNYEF., 

称 F 为 S 上 的 超 滤 子 如 果 玉 为 5 上 的 滤 子 且 满 足 

(3) HER X € P(S), XEF4AN4YS-XEF., 

定义 7.2 KB RR, RB 为 滤 基 如 果 集 合 

{XXN NX, : Xe, Xn € B} 


是 一 滤 子 。 

定义 7.3 RX AMPS, K X HRS MB X 
的 每 一 滤 基 BRA 

门 {4 : Ac B} 不 空 (7.1) 

其 中 4 表示 4 的 闭 包 . 

定理 7.4 M3—>TOP1. 

WEAR: 设 {Xi; : 161} 为 一 族 紧 空间 , X=] X;,. 要 
证 明 X 为 紧 空 间 ， 即 要 证 对 任意 滤 基 B 都 有 (7.1) 式 成 立 . 令 

F={B': BC B' 有 HB' 是 X 的 滤 基 }. 
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容易 验证 F 具有 有 穷 特性 .因此 由 M3 知 存在 包含 B 的 极 大 滤 
基 。 因此， 不 妨 设 B 为 极 大 滤 基 . 下 证 (7.1) 式 成 立 。 

对 任意 A C X, 定义 Pri(4) 为 4 在 万 上 的 投影 . 由 于 B 
为 X 的 滤 基 ， 所 以 对 每 一 4 eT, {Pri(A) : A€ B} de Xi 的 滤 
基 . 由 部 的 紧 性 知 集合 A = 门 {Pri(4) : Ac B} AZ. 再 次 
利用 选择 公理 (AC1), 可 以 从 每 一 A; 中 取 一 个 元 素 ti. 令 Z = 
(zi : i€ I). 根据 BA RALTN UE c EC ({A : Ac B}, 
BA (7.1) 式 成 立 ， o 

定理 7.5 TOP3—AC7, 

证 明 : 设 {XX; : i E 了 为 一 集 族 ， 其 中 元 素 两 两 等 势 。 要 证 
RR LX, 不 空 。 取 一 元 素 a 使 得 a 4 UXi; . 对 每 一 iE I, 
$ Y; = XiU{a} 且 定义 T= {0, {a}, Yi}. W {Y T) : te 
满足 TOP3 中 的 条 件 . 令 W = 种 六 HRS, WW 为 紧 空 
i. HER ic S 


4={f : fewHf(i) € Xi}. 


不 难 验证 每 个 Z; 都 是 W 的 闭 集 , 且 任意 有 穷 多 个 Z 的 交 不 空 .由 


紧 性 知 门 2; AO. 然而 容易 看 出 OZ; = [[ Xi, MUTT XAG. 
o 


2.8 ”逻辑 学 中 的 等 价 形式 


为 了 陈述 选择 公理 在 逻辑 学 中 的 等 价 形式 ， 我 们 先 给 出 有 关 
概念 的 定义 。 

定义 8.1 一 阶 形式 语言 C 是 由 下 列 各 类 符号 组 成 的 集合 ， 

(1) 个 体 变 元 符号 v0, ol …… ,vn,… (n 是 自然 数 ) 

(2) 个 体 常 项 符号 (可 任意 多 个 ) 


51 


(3) 函数 符号 (可 任意 多 个 ) 

(4) 谓词 符号 (可 任意 多 个 ) 

(5) 逻辑 联结 符号 7, A, V, 一 

(6) 量词 v, 3 

(7) 等 词 = 

(8) 括号 (, ) 

定义 8.2 设 上 为 一 形式 语言 ， & 中 的 项 定义 如 下 : 

(1) 个 体 变 元 符号 和 个 体 常 项 符号 都 是 项 ， 

(2) Æ tis, im 是 项 ,而 了 为 一 m 元 函数 符号 , 则 f(t，… ,tm) 
也 是 项 ， 

(3) L 中 的 项 都 是 用 (1) 和 (2) 经 有 穷 步 得 到 . 

定义 8.3 Z 中 的 原子 公式 定义 如 下 : 

(1) 车 妇 ,t2 AW, Wt =t 为 原子 公式 。 

(2) Æ tis, ty 是 项 ,而 也 是 一 n 元 谓词 符号 , 则 Pht, ,tn) 
为 原子 公式 。 

(3) 原子 公式 都 是 用 (1) 和 (2) 经 有 穷 步 得 到 . 

定义 8.4 ZL 中 的 合式 公式 (简称 公式 ) 定义 如 下 : 

(1) 原子 公式 是 公式 ， 

(2) FO BAR, Ml -更 HAAR, 

(3) Æ D, V 是 公式 ， 则 更 人 更 , DVT, 50 都 是 公式 ， 

(4) FO BAR, M Yro, rd 都 是 公式 ， 

(5) 所 有 公式 都 是 用 (1) 一 (4) 经 有 穷 步 得 到 . 

定义 8.5 设 鱼 为 一 公式 ， 理 中 的 不 受 量词 约束 的 变 元 称 
为 更 中 的 自由 变 元 . FO 中 没有 自由 变 元 ， 则 称 更 为 CL HIE 
Ai]. 

定义 8.6 设 上 为 一 形式 语言 ， M 为 一 非 空 集 合 ， 如果 对 
L 中 每 一 个 m 元 谓词 符号 P 都 有 M 上 的 一 个 m 元 关系 RE 
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解释 它 ， 对 £ 中 的 每 一 n 元 函数 符号 f BAM 上 的 一 个 n 元 
函数 F 来 解释 它 ; 对 C 上 的 每 一 常 项 符号 c 都 有 M 中 的 一 个 指 
定 的 元 素 a 来 解释 它 ， 则 称 MAL 的 模型 . 这 样 对 L 中 的 任意 
语句 ， 就 可 以 定义 它 在 M 中 的 真 假 了 (详细 定义 略 去 ) . 

定义 8.7 设 上 为 形式 语言 ， AM 为 £ 的 一 个 模型 ， 人 为 
人 的 语句 集合 。 如 果 了 中 的 每 一 语句 都 在 M 中 为 真 ， 则 称 M 
AT HRA, 
LOGI: 设 语句 © 有 势 为 k 的 模型 . 对 任意 势 1 Bu <<, 
MO GAA u WAN. 
LOG2: 设 语句 © 有 可 数 模型 。 则 对 任意 势 k > w, 6 HHH R 
的 模型 . 
LOG3: XQ 为 语句 集合 ， 其 中 出 现 的 常 项 符号 有 k 多 个 . 如 
果 @ 的 每 一 有 穷 子 集 都 有 模型 ， 则 Q 有 势 不 超 过 十 w 的 
模型 
LOGI 和 LOG2 都 称 为 是 莱 文 海 姆 一 斯 克 伦 定理 。 LOGS 
称 作 是 紧 致 性 定理 .选择 公理 蕴含 LOG1, LOG2, LOG3 的 证 明 
分 别 归 功 于 塔 斯 基 、 马 尔 采 夫 和 恒 钦 ;而 它们 殖 含 选择 公理 的 证 
明 则 归功 于 法 奥 特 (R. Vaught) . 

定理 8.8 ACI=>LOG3, 

证 明 : 使 用 了 模型 论 中 的 超 积 方法 ， 较 为 复杂 ， 故 略 去 ， 读 
者 可 参考 文献 [54,4] . 口 

定理 8.9 LOG3 一 >LOG2 . 

证 明 : 设 语句 © 有 一 可 数 模型 M, 设 6 > w . BES HH 
为 & 的 模型 . 设 C 为 一 集合 满足 |C| = < ECOM =0, 对 任意 
a,b EC, i Oy HAKAAD.FA= {Oy : a,be CHa Æ b}, 
HS Q={S}UA. 显然 @ 的 每 一 有 穷 子 集 都 有 模型 ， 从 而 根 
据 LOG3 知 ，Q 有 一 个 势 不 超过 6 + w = A 的 模型 . 然而 Q 的 
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势 不 会 小 于 k 。 FRO 有 势 为 A 的 模型 。 Oo 

为 证 明 LOG3=>LOG1, 我 们 先 给 出 下 面 引 理 . 

引 理 8.10 设 LOG3 RY, 车 语句 O AHAA k HRA, H 
k >w, 则 © ATTAN, 

证 明 : 显然 . 口 

定理 8.11 LOG3 一 >LOG1. 

证 明 : 设 B 为 一 语句 ， 若 更 有 势 为 K HRA, He>w. 
则 由 引 理 8.10 知 ® 有 可 数 模型 由 定理 8.9 知 LOG2 成 立 ， 从 
而 对 任意 的 势 yp, Bu > w, WO 有 势 为 u ORB. H LOG 成 
Z. 口 

定理 8.12 LOG2 一 >P1. 

WER: 设 ARRA, WE = k 。 把 如 下 语句 记 为 O: 


VaylzR(z,y,z)A 
Vayzr'y'2'(R(z,y,z) A R(z',y',2’)Az=2 > (= 2 AY = y')). 


容易 看 出 ， 一 集合 M 是 更 的 模型 当 目 仅 当 存在 MxM 到 M 
内 的 单 射 ( 即 MI2 = |M|) ,从 而 可 知 更 有 可 数 模型 . 由 LOG2 
KO BAA « HRN, FEK SR, 口 
定理 8.13 LOG1 一 >P1. 
WA: WK 为 一 无 穷 势 ， 要 证 =k, > p= 2, 
pP = Pew = KY 二 jy 且 w<%< yu. WFE D: 


YrydzR(z, y, z)A 
Vayza'y'2!(R(2,y,2) A Rla’,y!,2!) Az = 2! > (£= 2 Ay =y’). 


容易 看 出 ， 一 集合 M 是 的 模型 当量 仅 当 存 在 MxM 到 MM 
内 的 单 射 ( 即 MP = |M). AT D 有 势 为 u 的 模型 。 由 
LOGI 知 更 有 势 为 k 的 模型 ， 从 而 K =K. o 
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第 三 章 ”选择 公理 的 应 用 


本 章 介绍 选择 公理 在 各 个 数学 分 支 中 的 应 用 ， 即 介绍 那些 需 
要 选择 公理 的 数学 定理 。 由 于 选择 公理 的 应 用 非常 广泛 ， 所 以 我 
们 只 介绍 一 些 有 代表 性 的 定理 。 有些 定理 并 不 是 直接 用 选择 公理 
或 其 等 价 形式 , 而 是 应 用 选择 公理 的 弱 形式 . 因此 我 们 还 要 介绍 选 
择 公理 的 一 些 弱 形式 。 所 谓 选择 公理 的 弱 形 式 是 指 那些 可 由 选择 
公理 推出 但 与 选择 定理 不 等 价 的 命题 (对 于 这 些 命题 ， 我 们 可 以 
利用 第 五 章 的 方法 找 出 ZF 的 模型 ， 使 得 在 其 中 这 些 命 题 成 立 ， 
但 选择 公理 不 成 理 ) 。 


3.1 依赖 选择 与 可 数 选择 


在 集合 论 中 ， 集 合 的 一 些 运算 性 质 、 基 数 的 正则 性 等 都 与 选 
择 公理 有 关 . 一 般 地 讲 ， 使 用 选择 公理 的 弱 形 式 就 可 证 明 这 些 性 
M. 
AC(w)( 可 数 选择 公理 ): 设 F ARK, APE RASH F 
可 数 ， 则 存在 上 的 选择 函数 . 
DC(w)( 依 赖 选择 公理 ): 设 4 为 非 空 集合 ， RR 为 其 上 的 二 元 关 
R. 如果 对 任意 z € A, 都 存在 y 使 得 xRy, 则 存在 4 的 元 
素 的 可 数 序列 {rn : new} 使 得 


ToRz1, 11 Rag, +++, EnREnpi, + 


55 


定理 1.1 M2 一 >DC(w). 
证 明 : 设 RR 为 4 上 的 偏 序 , 且 设 对 任意 ze 4 都 存在 y 使 
得 TRy 。 要 证 存在 A 的 元 素 的 可 数 序列 {tn : new} 使 得 


ToRz1, T1Rr2, +++, InRIp41, °° 


& F={f : fAmRMAdom(f)AFMAran(f) C AHVa, BE 
dom(f)(a < 8 > fla)Rf(B))} . 则 天 在 包含 关系 下 为 一 偏 序 
集 . 对 玉 的 任意 链 C, BRUCE FAACHER. 从 而 由 M2 
APF BRAT. 设 f 为 的 极 大 元 , 则 必 有 dom(f)>w. 对 
每 一 n 令 zn = f(n), W {£n : nEw} BEER. 口 

定理 1.2 DC(w)=>AC(w). 

证 明 : 设 F= {Sn : new}, 其 中 每 个 5% 都 不 空 . 要 证 F 
有 选择 函数 。 令 


A={f : 为 函数 且 dom( 旋 为 自然 数 且 Vi € dom(f)(f(i) € S;)}. 


定义 A 上 的 关系 p 如 下 : fog 当 且 仅 当 f Cg H dom(g) > 
dom(f) 十 1 .显然 对 任意 / € A 存在 g e 4 使 得 fog. RE 
DC(w) 知 存在 一 序列 fo: fists fn, 使 得 


fopfi, fipfo,::, fnpfnt1,.*: 


&f=Ulfhr : n Ew), 则 下 就 是 下 上 的 选择 函数 . o 
EH 1.3 设 DC(w) 成 立 , 则 一 集合 P 上 的 线 序 < 是 良 序 
当 且 仅 当 不 存在 无 穷 递 降序 列 


To > T1 > > Ip > 
WEAR: 必要 性 是 显然 的 ， 下 证 充分 性 . 
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设 < 不 是 良 序 , 则 存在 POTS P, 使 得 Pi 没有 极 小 元 ， 
即 对 任意 ze Pi 必 有 YE Pi 使 得 y < z .从 而 由 DC(w) 知 存 
在 序列 

To > T> >En > a 


定理 1.4 (可 数 并 定理 ) 设 AC(w) 成 立 ， 则 可 数 多 个 可 数 
集 的 并 集 仍 可 数 . 

UEBA: it Xo, Xi, Xn, 为 可 数 多 个 可 数 集 .要 证 {Xn : 
new} 可 数 . 对 每 一 n, oF, ={f : f 是 w 到 Xn 的 双 射 } . 显然 
对 一 每 个 n, Fn 都 不 室 ， 从 而 根据 AC(w), 可 从 每 个 Fa 中 取出 
一 元 素 fn. 按照 下 图 的 方法 我 们 可 以 构造 w 到 U{Xn : new} 
上 的 双 射 ， 从 而 U{Xn : new} 可 数 . 


fo(0) 一 fo(1) fo(2) 一 ++ 
"4 7 4 

f1(0) fi) fi(2) 

1 7 x 

f2(0) f(D f2(2) 


口 
推论 1.5 设 AC(w) 成 立 ， 则 全 体 实数 组 成 的 集合 及 . 不 能 
表示 成 可 数 多 个 可 数 集 的 并 . 
定义 1.6 设 wa 为 一 基数 ， 称 wo 为 正则 基数 如 果 对 任意 
集合 A C wo, Æ |A| < wa, 则 UA< wo 。 
推论 1.7 设 AC(w) 成 立 ， 则 wi 是 正则 基数 . 
定理 1.8 设 AC(w) 成 立 , 则 任意 无 穷 集合 都 有 可 数 子 集 . 
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证 明 : 设 5 为 一 无 穷 集 合 ， 要 证 93 有 可 数 子 集 。 对 任意 自 
ARB k, 令 


A, = {s : s CS 且 s 仅 有 k 个 元 素 }。 


显然 每 个 A, 都 不 空 。 由 AC(w), 可 从 每 个 A, 中 取出 一 个 元 素 
sk 。 把 所 有 这 些 sk 并 起 来 就 可 得 到 5 的 一 个 可 数 子 集 . 口 
T(w): 对 任意 集合 X, BZ |X| > w, ¥4 |X| < w ， 

推论 1.9 AC(w) 一 >T(w)， 

定理 1.10 假设 ACW), 若 4 为 无 穷 集合 ， B 为 可 数 集 
&, WAUB 与 AS, 

证 明 : 不 妨 设 BOA =O, BBE B = {bob bn}. 
根据 定理 1.8 知 4 有 可 数 子 集 ， 设 B' = (bh, b1,---,0,,---} 为 
和 的 可 数 子 集 . 下 面 构造 A 到 4UB 上 的 映射 f: 对 任意 ze A, 

mR z E A-B, MS f(r) = z; 

Wm r EB H r= 的,, WS f(r) = bl; 

WF r E BY H z= bnp MG f(z) =bn. 

BA fPABIAUB 上 的 双 射 . 故 4 与 4UB SH, 口 
推论 1.11 假设 AC(w) , 如 果 4 是 无 穷 集 ，B 是 可 数 集 ， 
则 4 与 4 一 B 等 势 . 

我 们 可 把 DC(w), AC(w) 和 T(w) 推广 到 更 高 层 的 基数 上 . 
EARTH k, A, u 均 表 示 基 数 . 

定义 1.12 设 5 为 一 集合 ，f 为 一 函数 . 如果 dom(f) 为 
序数 ，ran(f) CS, 则 称 f 为 5 中 元 素 的 序列 , 称 dom(f) X f 
的 长 度 . 

定义 1.13 对 任意 基数 s, 记 P(S) 为 集合 


{s : 8 为 长 度 小 于 k 的 S 中 元 素 的 序列 }. 
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DC(k): 设 5 为 一 非 空 集合 ， 有 RC P.(5S) x 5 为 二 元 关系 ,如 
果 对 任意 s € P(S) WET y E S 使 sRy, WEE K BS 
上 的 函数 使 得 对 任意 a < & BA (fla)Rf(a), 其 中 fla 表 
示 f 在 a 上 的 限制 . 

AQ(s): 设 FF 为 一 集 族 ， 其 中 每 一 元 素 都 不 空 且 [Fl = k, WH 
在 下 上 的 选择 函数 . 

T(x): 对 任意 集合 X, 要 么 |X| <x, ¥4 | >x. 
定理 1.14 WME k < 入, 则 DC( 和 N= 二 >DC(k), AC(A)=>AC(k), 

TA)=>T(«) . 
WEAR: AC(\)=>AC(«) 和 TA) T(x) 容易 证 明 . 
下 证 DC(A)=>DC(k) . 设 5,R 满 足 DC(k) 中 的 条 件 . 取 

S 中 的 一 个 元 素 a, 定义 关系 


R* = RU {(s,a) : s€EP(S)— P,(S)}. 


XH, S, R* 满足 DC(A) 中 的 条 件 . 由 DC(A) 知 ， 存 在 入 到 5 
的 函数 9 使 得 对 任意 y < 入 都 有 (gl7)R*g(7) . 取 f= gis 即 
可 . 口 

定理 1.15 DC(k)=—>AC(k), DC(6) 一 > T(x) . 

证 明 , 先 证 DC(k) 一 >AC(n) . 

设 Xaa < r 为 一 族 非 空 集 合 , 令 5 = U{Xae : a<r}. 
定义 P.(5) 与 9 的 元 素 间 的 关系 RR 如 下 WER s € P.(S) 及 
y E€ S, sRy HRX y E€ Xa, 其 中 a = dom(s) ， 显 然 SR 
足 DC(s) 中 的 假设 . 故 由 DC(x) 知 , 存在 函数 fs 一 5 使 得 对 
{ER a < < 都 有 (fla)Rf(a). BR S 就 是 集 族 LX. a< K} 
上 的 选择 函数 。 

再 证 DC(k) 一 >T(k) ， 

设 关 为 一 集合 ,要 证 |X| <s RA |X| > « .假设 |X| XK, 
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Fig |X| >x. 8 S= X, €X RC P(S)x 5 如 下 对 任意 

sé€P,(S) E z € S, sR 4 BAL% z € ran(s). AW |S| £ «K, 

故 对 任意 sc P(S) WA x E S 使 得 sRz . h DC(k) 知 ， 存 在 

K 到 S 上 的 函数 f 使 得 对 任意 a < 都 有 (fla)Rf(a). WHE 

看 出 f 是 单 射 . KA s< |S], B |X| >s. o 
定理 1.16 YkDC(k) <> ACI, VkT(k) 4> ACI. 

证 明 ， 对 任意 s 都 有 DC(k) 二 T(r), 故 VsDC(x) => 
VkT(k) 。 因 此 只 需 证 明 VeT(x) 4 AC 1 ACL=> VrT(k) 
是 显然 的 (应 用 T1). 下面 证 VeT(k) => WO3 . 

对 任意 集合 X, (X)| 为 一 基数 . 因此 有 T(\P(X)|) RE. 
Mit, BA [|X| < |[(X)|, BA (X) < |X| 。 而 后 者 是 不 可 能 
的 ， 故 必 有 |X| < IT(X)| FH WO3 RZ. 口 

定理 1.17 如 果 AC(k) 成 立 , Wk 多 个 势 为 的 集合 的 并 
集 的 势 仍 为 k 。 

证 明 : 与 定理 1.4 的 证 明 类 似 ， 口 

推论 1.18 如 果 AC(s) 成 立 ， 则 kt 为 正则 基数 . 

定理 1.19 设 AC(k) 和 VA < nkT(A) 成 立 , 则 对 任意 集合 
X, Ë |X| £r WX BPH k WTR. 

证 明 : RX 为 一 集合 ， 其 势 不 小 于 6 。 对 任意 基数 < k, 
4A, ={SCX : |S) =A}. HVA < KTA) 知 每 个 Ay 
都 不 空 . 再 根据 AC(k), 可 以 从 每 个 A 中 选 出 一 个 元 素 S. E 
R, RE ASUS : 入 < A} 的 势 为 6 ， o 

最 后 我 们 来 考察 有 穷 的 概念 与 选择 公理 的 关系 . 

定义 1.20 设 式 为 一 集合 ， 

(1) 如 果 |X| 为 一 自然 数 ， 则 称 X HAIR, 

(2) 如 果 XX 与 其 每 一 真子 集 都 不 等 势 , 则 称 X 为 Dedekind 
有 穷 集 ， 简 称 D- 有 穷 集 . 
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有 穷 与 D- 有 穷 这 两 个 概念 的 等 价 性 依赖 于 选择 公理 , 如 果 选 
择 公理 成 立 , 则 它们 等 价 ; 否则 , 它们 不 等 价 (将 在 第 五 章 讨 论 ) . 

引 理 1.21 一 集合 S 是 D- 有 穷 的 当 且 仅 当 S 不 含 可 数 子 
集 . 

证 明 : 充分 性 : 设 5 不 含 可 数 子 集 ， 要 证 9 是 D- 有 穷 的 . 
假设 9 不 是 D- 有 穷 的 ， 则 S 必 与 其 一 真子 集 S 等 势 . 于 是 存在 
S 到 S 上 的 双 射 了 . 取 a Ee 5 一 5S', 则 集合 


{a, f(a), f(f(@)), . 小 


就 是 9 的 可 数 子 集 ， 矛 盾 . 故 9 必 为 D- 有 穷 的 . 

必要 性 : 设 9 是 D- 有 穷 集 ， 要 证 S 不 含 可 数 子 集 . 假设 5 
有 可 数 子 集 {an : new}, WHE S =(S—{an :ne 
w})U{an : nEw} 是 5 的 一 个 真子 集 BRS 与 9’ BH, 
与 S 是 D- 有 穷 集 矛盾 . 故 9 不 含 可 数 子 集 ， 口 

定理 1.22 假设 ACI, 则 一 集合 S 是 有 穷 的 当 且 仅 当 8 是 
D- AFH. 

证 明 : 必要 性 显然 .下 证 充分 性 ,假设 9 是 D- 有 穷 的 ， 要 
证 9 是 有 穷 的 . 若 不 然 , 则 由 ACI 知 ， 存 在 P(S)— {0} 上 的 选 
EKAS. > 


a, = f(S),a2 = f(S — {a1}),a3 = f(S — {a1,02}), 


从 而 SATATA. 由 引 理 1.21 知 5 不 是 D- BH, FA. 
BS 必 是 有 穷 的 . 口 
依赖 选择 公理 (DC(w)) 是 贝尔 奈 斯 于 1942 年 提出 的 , 但 是 
是 由 塔 斯 基 命 名 的 (1948 Æ), WEF 1964 年 把 它 推广 到 了 更 高 
层 的 基数 上 . RIEF 1870 年 证 明了 可 数 并 定理 (定理 14). BE 
托 于 1895 年 、 波 雷 尔 于 1898 年 、 罗 素 于 1902 年 都 证 明了 定理 
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1.8 . 而 罗素 指出 了 这 个 证 明 如 何 使 用 了 可 数 选 择 公 理 (AC(w)) . 
定理 1.10 和 推论 1.11 是 由 谢 宾 斯 基 首 先 证明 的 。 戴 德 金 有 穷 的 
概念 是 戴 德 金 于 1888 年 给 出 的 。 谢 宾 斯 基 研究 了 D- 有 穷 与 有 穷 
的 关系 (定理 1.22). 


3.2 选择 公理 在 分 析 与 拓扑 学 中 的 应 用 


在 数学 分 析 中 ， 聚 点 、 连 续 性 和 紧 集 的 概念 都 有 两 种 定义 方 
法 . 这 两 种 定义 的 等 价 性 依赖 于 选择 公理 . 
定义 2.1 
(a) 聚 点 :一 点 zo 是 集合 4 的 聚 点 ， 如 果 
(1) zo 的 每 一 邻 域 与 4 一 {x0} 的 交 都 不 空 
(2) 存在 A 中 点 的 序列 {£n : n <w} 使 得 zo = lima, . 
(b) 连续 性 : 一 函数 f 在 点 ro 处 是 连续 的 ， 如 果 
~ (1) Ve > 036 > OVa(|z — zo| < 6 > |F(x)— f(ro)| <6). 
(2) 对 任意 序列 {tn : n < w}, # lima, = zo M 
lim f (£n) = f (z0) . 
(c) 紧 集 一 集合 4 是 紧 集 ， 如 果 
(1) A 是 有 界 闭 集 . 
(2) A 中 的 任意 点 列 {tn : n < w} 都 有 一 敏 子 列 ， 且 其 极 
限 属 于 4 . 
定理 2.2 假设 AC(w), 则 定义 2.1 中 (a), (b), (c) 的 两 种 
定义 (1) 和 (2) 分 别 是 等 价 的 . 
证 明 : 我 们 只 证 明 (a) 中 的 (1) 和 (2) 是 等 价 的 。(b) 和 (c) 
中 的 (1) 和 (2) 的 等 价 性 的 证 明 类 似 。 
(1)=>(2): 设 (1) Maz, 对 每 一 n > 0, $ In = (z0— t, £04 
INA. 则 对 每 一 n> 0, In BARA. H AC(w), 可 从 每 个 天 中 
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选取 一 个 元 素 In. WA lim zn = 2. 

(2)=>(1): 这 个 证 明 不 需要 选择 公理 ， 故 略 去 . 口 

定义 2.3 BX AS, DAX WH-TR. 如果 
D= X WK D 为 六 的 稠密 子 集 。 

定义 2.4 具有 可 数 稠密 子 集 的 拓扑 空间 称 为 是 可 分 空间 . 

定理 2.5 假设 AC(w), 则 可 分 度量 空间 的 子 空间 仍 是 可 分 
的 。 

证 明 : t X 为 可 分 度量 空间 , 则 它 有 可 数 稠密 子 集 人 foo,zl，… }. 
对 每 一 zn, 记 Umn 为 zr 的 去 - 邻 域 . 则 集 族 {Umn : m,n Ew} 
是 X 的 可 数 基 . 

设 工 为 羡 的 任意 子 空间 ， 和 集 族 


{Umn NT: m,n Ew} 


是 了 的 可 数 基 . 由 AC(w), 可 从 每 个 Um NT 中 选取 一 个 元 素 
Ymn (车 Umm OT 不 空 ) 。 不 难 验证 {ym : m,n ew} 为 下 的 
可 数 稠密 子 集 . HT 为 可 分 空间 . 口 

定义 2.6 KX Hehe, WRX 具有 可 数 基 ， 则 称 X 
为 满足 第 二 可 数 性 公理 的 空间 。 

定理 2.7 假设 AC(w), 则 每 一 满足 第 二 可 数 性 公理 的 拓扑 
空间 都 是 可 分 的 . _ 

证 明 : 设 X 为 满足 第 二 可 数 性 公理 的 拓扑 空间 , AX, : 
new} WX Was. 由 AC(w), 可 从 每 一 Xn( 车 Xn WA) 中 选 
取 一 点 如 。 PERE, {bn : new} WX 的 稠密 子 集 HX 
是 可 分 的 . 口 

在 拓扑 学 中 ， 正 规 拓扑 空间 的 定义 也 有 两 种 ， 它 们 的 等 价 性 
也 依赖 于 选择 公理 . 

定义 2.8 一 拓扑 空间 是 正规 的 ， 如 果 


63 


(1) 对 任意 两 个 闭 集 4, B, 车 ANB =O, 则 存在 开 集 U,V 
使 得 A4CU,BCV, 有 UNV=0. 

(2) 对 任意 两 个 闭 集 A, B, # ANB =O, 则 存在 连续 映射 
f: X 一 [0,1] 44 x e Art, flx) = 0; m4 zE Bit, 


f(z)=1. 
定理 2.9 (BRP) 假设 DC(w), 则 定义 2.8 中 的 (1) 
和 (2) 等 价 . 


证 明 : (2)=>(1) 的 证 明 是 容易 的 且 不 用 选择 公理 , 故 略 去 . 
下 证 (1) (2) . 
设 4, 忆 为 怀 的 两 个 不 相交 的 闭 集 ， 令 


U={U : U®FRHA CU}. 
定义 U 上 的 二 元 关系 RMF: HER U,V CU, 
URV 当 且 仅 当 VY CU. 


FERE, HER U € U 存在 € U 使 得 URV .因此 由 
DC(w) 知 ， 存 在 U 中 元 素 的 序列 l 


U1, Uz, , Un, + 


使 得 对 每 一 自然 数 n 都 有 UnRUn .定义 函数 S: X 一 [0,1] 


f(z) = inf{t : ce€U,}, mr 4B 
1 mre B 


4ceAN, r 属于 每 一 个 Un, 故 f(z) = 0 . 不 难 验 证 f BE 
续 函 数 . 口 
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定义 2.10 RA RR, BARA. 如 果 B C UA, 则 称 
A 为 集合 B 的 覆盖 。 当 A 可 数 时 ， 则 称 A 为 如 的 可 数 覆 盖 ; 
当 A 有 穷 时 ， 则 称 A 为 BHADRE. 

EA 为 集合 B 的 覆盖 ， 且 A 的 子 族 A’ 也 是 B 的 覆盖 ， 
则 称 A? 为 A 的 子 覆 盖 ， 

车 集合 B 的 覆盖 A 是 拓扑 空间 X 的 开 (A) 集 族 ， 则 称 A 
为 B 的 开 (Al) 覆盖 . 

定义 2.11 RX AMS, MEX 的 每 一 开 覆 盖 都 有 
可 数 子 覆盖 ， 则 称 X 为 林 德 洛 夫 空 间 ， 

定理 2.12 假设 AC(w), 则 满足 第 二 可 数 性 公理 的 拓扑 空 
间 都 是 林 德 洛 夫 空间 . 

证 明 : eX 为 满足 第 二 可 数 性 公理 的 拓扑 空间 . 令 BY X 
的 可 数 基 . 设 A HX HHH. > 


Br={BeB : JAC A(BC A)}, 
则 不 难 验证 By 为 X 的 可 数 开 履 盖 ， 对 每 一 EB, + 
Bs={AeA : BCA}, 


显然 对 每 一 已 By, BB 均 不 空 . 由 AC(w), 可 从 每 个 Bp Hi 
取 一 个 元 素 Ap. 记 


Ar = {Apg : BE B7}. 
则 Ar 是 A 的 可 数 子 族 ， 且 有 
UJAr2UB=x, 
所 以 Ar 是 A HRP RS. 故 X 是 林 德 洛 夫 空间 . o 
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定理 2.13 假设 AC1, 则 林 德 洛 夫 空间 的 每 一 闭 子 空间 都 
是 林 德 洛 夫 空间 . 

证 明 : 设 Y 是 林 德 洛 夫 空间 X 的 闭 子 空间 ， 且 设 A WY 
AR (A 中 的 元 素 都 是 Y 的 开 集 ) . 对 每 一 4E A, S 


UA = {U : UAXWIFBHA =UNY}, 


显然 ， 每 一 Us, 都 不 空 ， 故 由 AC1 ， 可 从 每 个 U4 中 选取 一 元 
素 U4 . > 
Ar 一 {U4 : AE A}, 


WArU{X -Y} AX HAR. HX 是 林 德 洛 夫 空 间 ， 故 
A;U{X —Y} 有 可 数 子 覆盖 ， 设 为 {UA1, UA2,: …}U{X -Y}, 
易 见 {D4 DA4 为 Y 的 覆盖 . 于 是 


{Ai :4€ w}=( HUaNY :i Ew}=YN( {Ua :i € w} =Y, 


即 {41, 42,…} 为 了 的 可 数 开 覆 盖 ， 而 它 是 A 的 子 覆 盖 。 这 就 
证 明了 Y 是 林 德 洛 夫 空 间 . T 

定义 2.14 B X 为 拓扑 空间 ， 如 果 对 X 中 的 任意 一 点 x 
及 任意 不 包含 r 的 闭 集 4 都 存在 z 的 开 邻 域 UV 及 A 的 开 邻 域 
V 使 UNV =0, WE X 为 正则 空间 . 

定理 2.15 ( 季 洪 诺 夫 定 理 ) 假设 AC1, 则 每 一 正则 的 林 德 
洛 夫 空间 都 是 正规 空间 . 

证 明 : 设 X 是 正则 的 林 德 洛 夫 空间 ， 设 A,B 是 XX 的 两 个 
不 相交 的 闭 集 ， 对 任意 ze A, > 


Uz = {U : U0 为 X 的 开 邻 域 上 U C X — BY. 


由 于 X 是 正则 空间 ， 故 对 任意 rE 4 (显然 > ¢ B), Us 都 
不 空 . 由 AC1,， 可 从 每 一 Uz 中 取出 一 元 素 Us. 不 难看 出 ， 
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{Us : z E A} WAR A BHAA. 由 此 根据 定理 2.13 可 证 存 
在 A 的 开 邻 域 U0* 及 B RMR V” E U*NnV*=0. RX 
为 正规 空间 . 口 
定理 2.5 是 豪 斯 道夫 在 1927 年 利用 可 数 选择 公理 证 明 的 . 
定理 2.12 是 谢 宾 斯 基 在 1934 年 证 明 的 ， 但 当时 他 并 没有 意识 到 
使 用 了 选择 公理 。 库 拉 托 夫 斯 基 指 出 了 谢 宾 斯 基 的 证 明 使 用 了 可 
数 选择 公理 ,但 当 他 证 明定 理 2.7 时 ( 1934 年 ) 却 没有 注意 到 使 
用 了 可 数 选择 公理 . 定理 2.9 ( 乌 尔 逊 引 理 ) 是 在 1924 年 乌 尔 孙 游 
泳 少 死 之 后 由 亚历山大 罗 夫 整理 发 表 的 (他们 都 是 鲁 津 的 学 生 ) . 


3.3” 素 理想 定理 及 其 等 价 


在 第 二 章 第 6 节 中 , 我 们 已 经 给 出 了 理想 、 极 大 理想 、 滤 子 、 
极 大 滤 子 的 概念 ， 实 际 上 ， 在 布尔 代数 中 ， 理 想 与 滤 子 ， 素 理想 
与 超 滤 子 是 两 对 对 偶 的 概念 . 设 B 为 一 布尔 代数 ，TC B . 4 
产 ={pr1 : ben, W 
I 是 B 的 理想 当 且 仅 当 1* 是 B 的 滤 子 ; 
IE B 的 素 理想 当 且 仅 当 7* 是 B KERT. 
利用 ALL 我 们 不 难得 到 下 列 命题 
PIT ( 素 理想 定理 ): 每 一 布尔 代数 都 有 素 理 想 . 
TEP: 在 每 一 布尔 代数 中 ， 每 一 真理 想 都 可 扩充 为 素 理想 . 
定理 3.1 PIT<=IEP. 
证 明 : 显然 IEP 比 PIT 强 ， Amit PIT— IEP, 
设 BB 为 一 布尔 代数 ， 了 为 B 的 理想 . 考虑 如 下 等 价 关 系 ; 


an D4 AM4(aAb") Vv (bAa EL, 
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令 C 为 所 有 等 价 类 组 成 的 集合 ， 定 义 C 上 的 A, V, -1 如 下 
[a] A [b] = [a A b], [a] v [b] = [a v b], [a] = [07t]. 


TW C 也 是 布尔 代数 ， 称 为 B 的 商 代数 , 记 为 C = B/I. 由 PIT 
A, C 有 素 理想 K. 容易 验证 ， 集 合 


J={a€B : {ale K} 


就 是 BHRBMBAIC. 口 
根据 理想 与 滤 子 的 对 偶 性 知 , 下 面 两 个 命题 都 与 PIT 等 价 : 
BFT: 每 一 布尔 代数 都 有 超 滤 子 . 
BFE: 布尔 代数 中 的 每 一 真 滤 子 都 可 扩充 为 超 滤 子 . 
特别 地 ， S 为 非 空 集合 时 ， P(S) 在 集合 的 并 交 补 运算 下 构 
成 布尔 代数 . 在 第 二 章 第 7 节 中 定义 的 S 上 的 滤 子 和 超 滤 子 的 概 
念 与 P(S) 的 滤 子 和 超 滤 子 的 概念 分 别 巧合 。 因 此 有 
UFT ( 超 滤 子 定理 ): 集合 9 上 的 任意 真 滤 子 都 可 扩充 为 超 滤 
子 . 
EUF: 对 任意 集合 S, 都 存在 S 上 的 超 滤 子 . 
值得 注意 的 是 UFT 与 EUF 并 不 等 价 . 实际 上 ， EUF 总 是 成 立 
的 ， 根 本 不 需要 选择 公理 。 例 如 ， 任 取 aE sS, 则 集合 {X C5 : 
a € X} RES 上 的 超 滤 子 .我 们 称 这 样 的 超 滤 子 为 3 上 的 主 超 
滤 子 .如 果 把 EUF 改 成 如 下 命题 
ENP: 对 任意 无 穷 集合 S, FE S 上 的 非 主 超 滤 子 . 
当 没 有 选择 公理 (或 其 弱 形式 ) 时 ， ENP 是 不 可 证 的 . 但 是 
ENP 还 是 比 UFT §§. 
定义 3.2 设 5 为 一 非 空 集合 ，A C P(S), 如 果 A 中 任意 
有 穷 多 个 元 素 的 交 不 空 ， 则 称 A 具有 有 穷 交 性 . 
不 难看 出 ， 具 有 有 穷 交 性 的 集 族 一 定 是 滤 基 。 所 以 UFT 与 
下 列 命题 等 价 : 
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UFT': 设 4C P(S), 若 4 具有 有 穷 交 性 ， 则 4 可 扩充 为 5 的 
HET. 
定义 3.3 设 9 为 一 集合 ， 4 C P(S) . MRSECAHA 
在 并 交 补 运算 下 构成 布尔 代数 ， 则 称 4 为 集 代 数 . 
不 难 验证 UFT 与 下 列 命题 等 价 : 
SUF: 集 代 数 上 的 每 个 真 滤 子 都 可 扩充 为 超 滤 子 . 
引 理 3.4 设 互 为 布尔 代数 ，4 为 集 代 数 ， 和 :号 一 4 为 
同 态 映射 ， 则 有 
QAFAAHMET, WRF 


nx \(F)={a : x(a) € F} 


为 B 的 超 滤 子 . 
: (2) Æ F X B EWF, 则 7(F) = {xr(a) : ac F} HA 
的 滤 子 。 
证 明 : 显然 口 
定理 3.5 PIT< 一 UFT . 
证 明 : PIT—>UFT 是 显然 的 . 下 证 UFT 一 >PIT . 
设 B 为 一 布尔 代数 , 令 5 = {U : U 是 B 的 超 滤 子 } , 定义 
:B55 如 下 : 


na)={UES : aeU}. 


容易 验证 7 具有 如 下 性 质 ， 

nla Ab) = z(a) A n(b) ; 

m(a V b) = x(a) V r(b) ; 

n(a-!) = S— x(a). 
故 4 = {r(a) : a € B} 为 一 集 代数 旦 7 Æ B 到 A 的 同 态 映 
St. 由 引 理 3.4 及 UFT H, B 的 每 一 滤 子 都 可 扩充 为 超 滤 子 ， 
B PIT 成 立 . o 
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SPT (斯 通 表现 定理 ): 每 个 布尔 代数 都 与 一 集 代数 同 构 . 

定理 3.6 PIT< 一 SPT . 

证 明 : PIT—>SPT: 我 们 只 需要 验证 定理 3.5 中 的 7 为 单 射 
即 可 . 对 任意 a,b € B, Æ a Zb, WEA {a,b-'} BZ {a,b} 
可 以 生成 一 个 真 滤 子 .不妨 设 {a,b-'} 生成 一 个 真 滤 子 D, 则 由 
PIT 知 ，D 可 扩充 为 超 滤 子 U. 显然 Ze r(a) (HU ¢ x(b). 
故 T(a) A r(b), Mr HEH. Kit BS ARH. 

SPT= PIT: 设 任意 布尔 代数 B 与 一 集 代数 A 同 构 ，7 为 
同 构 映射 . 任 取 peEUA4, 令 


U={aeB : per(a)}. 


显然 U 为 BB 的 超 滤 子 。 从 而 PIT 成 立 ， 口 
在 逻辑 学 中 ，LOG3 有 一 个 弱 形 式 也 与 PIT 等 价 . 
CT ( 紧 致 性 定理 ): 设 @ 为 形式 语言 工 的 语句 集 。 若 Q 的 每 一 
有 穷 子 集 都 有 模型 ， 则 Q ABA, 
为 证 CT 与 PIT 等 价 ， 我 们 再 引进 PIT 的 一 个 等 价 形式 ， 
定义 3.7 WS 为 一 集合 ， 称 M 为 5S 的 一 个 团 (mess), 
如 果 它 满足 下 列 条 件 : 
(1) 对 任意 tE M, t 为 有 穷 函 数 ，dom(t) C S H ran(t) C 
{0, 1} ; 
(2) 对 S 上 的 每 一 有 穷 子 集 已 ， 都 存在 一 + € JM 使 得 
dom(t) =P; 
(3) 对 每 一 t€ M 及 每 一 有 穷 集 PC 5S, 都 有 tiPeM. 
定义 3.8 Kf:S— {0,1} 为 函数 ，JM 为 3S 上 的 团 . 如 
AM S 的 每 个 有 穷 子 集 已 都 有 f|P EM, We f 与 M 是 一 臻 
的 。 
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CP: 对 任意 集合 SRS 上 的 一 个 团 M, 都 存在 S 到 {0,1} 的 
me f 使 得 f M 一 致 
定理 3.9 UFT>0P. 
WA: 设 M 为 5 上 的 团 , 令 了 为 S 的 所 有 有 穷 子 集 组 成 
的 集合 ,对 每 一 El, 令 


Mp ={t€M : dom(t) = P}. 


再 令 2 为 所 有 满足 下 列 条 件 的 z 组 成 的 集合 : 

(1) dom(z) CT; 

(2) 对 每 一 P € dom(z), z(P) e Mp ; 

(3) 对 任意 P,Q € dom(z), 函数 2(P) 和 z(Q) HAE ( 即 
2(P)U2(Q) 仍 为 函数 ) ， 

对 每 一 Pel, 令 


Xp={z€2 : Pedom(z)}. 


不 难 验证 集 族 {Xp : P € 1} RAW. 根据 UFT, CAT 
扩充 为 2 上 的 超 滤 子 U . 

对 每 一 已 < 二 Mp 必 为 有 穷 集 , BH (th, to,---, tm}, RHE 
看 出 

Xp = Xz, UU Xin, 
其 中 
X,={zEZ : z(P)=t} 

由 于 U 是 超 滤 子 , 故去 (= 1,…,m) 中 只 有 一 个 + 使 得 X CU, 
把 它 记 为 tp 。 可 以 证 明 {tp : Pel} 中 的 任意 两 个 元 素 都 是 
HAW. $ =U{tp : Pel}, WS 5M 是 一 致 的 . 口 

定理 3.10 CP=3CT. 


71 


证 明 : 设 @ 为 形式 语言 工 的 语句 集 ， 且 @ 协调 ( 即 推 不 出 
矛盾 ) 。 设 集合 {8 : 下 为 工 的 公式 且 和 中 只 有 一 个 自由 变 元 } 的 
HA k 取 工 之 外 的 常 项 符号 集 C 使 |C| = 4 ， 则 对 每 个 B(x) 
都 对 应 C 中 一 个 元 素 ， 记 为 co. ME Q 是 完全 理论 ， 则 可 通过 
C 构造 出 @ 的 一 个 模型 ( 见 参考 文献 [54] 第 23 页 ， 简 记 作 : 见 
[54]p.23 (下 同 )) 。 因 此 下 面 的 任务 是 证 明 存在 包含 @ 的 完全 理 
$R. 

设 9 为 形式 语言 工 的 所 有 语句 组 成 的 集合 ,定义 M 如 下 : 

teM EHN% 34(4 是 Qndom(t) 的 模型 且 

VB € dom(t)(t(®) = 1 4 上 上古 )] 


因为 Q 的 每 一 有 穷 子 集 都 有 模型 ， 所 以 不 难 验证 M 为 S$ 上 的 
团 . 由 CP 知 ， 存 在 S$ 上 的 与 M 一 致 的 函数 f, > 


Q*={8ES : f(®)=1}, 


则 Q* 是 完全 理论 且 Q@ C Q*， 口 

定理 3.11 CT=>PIT, 

证 明 : + Q 为 下 列 语句 组 成 的 集合 ， 

I(0), I(1), 

‘I(a) VI(a“!) (a€ B), 

I(a) AI(b) + I(a ^b) (a,b €B) 
其 中 ， 了 为 一 元 谓词 符号 . 首先 注意 到 ，B 的 每 一 有 穷 子 布尔 代 
数 都 有 素 理想 . 因而 Q 有 模型 ， 由 此 可 证 B 有 素 理 想 . 口 

由 定理 3.9-3.11 知 ， CP,CT 都 与 PIT 等 价 . 

1936 年 美国 代数 学 家 斯 通 证 明了 斯 通 表现 定理 ， 并 证 明了 
它 与 素 理想 定理 等 价 . 事实 上 , 另 一 位 美国 代数 学 家 伯 克 霍 夫 (G. 
Birkhoff)( 与 斯 通 同 在 哈佛 大 学 ) FE 1933 年 就 证 明了 斯 通 表现 
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定理 的 更 一 般 的 形式 : 每 一 可 分 配 格 都 同 构 于 一 集 格 ， 另 外 塔 斯 
Æ. 斯 科 特 、 拉 杜 (R. Rado) 也 都 研究 了 素 理想 定理 . 恒 钦 于 1954 
年 证 明了 CT 与 PIT 等 价 . 超 滤 子 定理 是 卡 当 在 1937 年 证 明 的 . 


3.4 素 理想 定理 的 应 用 


OP ( 线 序 原 则 ): 每 一 集合 都 可 被 线 序 . 
定理 4.1 PIT 一 >OP . 
证 明 : 由 于 CT 与 PIT 等 价 ， 只 需 证 CT 一 >OP 即 可 . 设 
P 为 一 集合 ， 令 Q 为 下 列 语句 组 成 的 集合 : 
a<bAb<c-a<c (a,b,cE P) 
a<bAb<a-a=b (a,beP) 
a<bVb<a (abe P) 
BR, @ 的 每 一 有 穷 集 都 有 模型 由 CTA, QAAN, Hut 
可 证 P 可 被 线 序 . 口 
定义 4.2 RP RAR, 如 果 存 在 上 的 线 序 < 使 得 
(1) 车 a <b, WHER c BH at+e<bt+e, 
(2) #a<b, Hc#0, Wac<be, 
定理 4.3 ( 阿 廷 一 施 莱 尔 定理 ) 假设 PIT, # F HR, H1 
不 能 表示 成 平方 和 的 形式 , 则 存在 F 上 的 线 序 <, EP 成 为 有 
序 域 . 
证 明 : 仍 使 用 CT . 设 @ 为 由 域 公 理 , 定理 4.1 中 的 语句 以 
及 如 下 语句 组 成 的 集合 : 
agb>(at+c<b+e) (a,b,ceF) 
a<bAc#0—- ac < be (a,b,c € F) 
不 难 证 明 Q 的 每 一 有 穷 子 集 都 有 模型 ， 因 而 Q 有 模型 . 由 此 可 
证 存在 F 上 的 线 序 使 之 成 为 有 序 域 . o 
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引 理 4.4 设 X 为 豪 斯 道夫 空间 , ÆU XX 上 的 超 滤 子 ， 

则 集合 
(\{A : AEU} 
只 多 含 一 个 元 素 . 

证 明 : 如 果 集 合 门 {4 : ACU} 含有 两 个 元 素 zl 和 x2, 则 
必 有 21 的 一 个 邻 域 41 和 za 的 一 个 邻 域 42 E ANA = 0. 
从 而 4ie5 量 X-4ieD 与 TU 是 超 滤 子 矛盾 . 口 

定理 4.5 假设 UFT, € {X; : i cI) 为 一 族 紧 的 豪 斯 道 
夫 空 间 ， 则 它们 的 积 空 间 HX: : ie 了 KS, 

证 明 : 令 针 =TI{X; : ie, AS 


Z={f : /为 函数 有 dom(f) C THVi € dom(f)(f(i) € Xi)}. 
对 任意 ie Il, 再 令 
Zi={f eZ :iedom(f)}. 


PERIE, {Z : 16 I} AEE. 由 UFT 知 ， 它 可 扩充 为 超 滤 
FU. 对 任意 i€ET, 设 


U; = {Pr;(A) : A€U}, 
则 每 一 U; 都 是 X; 上 的 超 滤 子 。 由 Xi 的 紧 性 知 ， 集 合 
Aj = (\{4 : AE U;} 


不 空 。 再 由 引 理 4.4 知 ， 每 个 A; 中 只 有 一 个 元 素 ， 记 为 z; ， 则 
(zi : iET) 属 于 TI{X; : ie. o 

定理 4.6 假设 UFT , #{X; : ic I} 为 一 族 紧 的 豪 斯 首 
夫 空间 ， 则 积 空 间 HX: : ce I} 为 紧 空间 . 
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证 明 : $ X= ]]{Xi : i€E 了 ,由 UFT 知 久 的 每 一 滤 子 
都 可 扩充 为 超 滤 子 . 因此 ， 要 证 X 为 紧 空间 ， 只 和 需 证 对 任意 超 滤 
FTU, 集合 
MA : AEU} 
不 空 . BU HX 的 超 滤 子 ， 则 对 任意 i €I, U; = {Pri(A) : 
AEU} AX, MMR. Wh Xi 的 紧 性 知 集合 
Aj =({YfA : 4E 


不 空 。 再 由 引 理 4.4 知 ， A; 中 只 有 一 个 元 素 xi, h U RAE 
不 难 验证 
(z; : ie E(){A : ACU}. o 
定义 4.7 KB RRR uw: BB 一 {0,1} 为 函数 .如 
R u 满足 : 
(1) p(0) = 0, p(1) = 1, 
(2) 对 任意 a,bE B, 车 aAb=0, 则 jy(avb) = jy(a)+p(b), 
WF / 为 B 上 的 二 值 测度 . 
如 果 5 为 集合 ， 则 P(S) 上 的 二 值 测度 也 称 为 是 S 上 的 二 
值 测度 . 
EM: 对 任意 无 穷 集合 S, 存在 S 上 的 二 值 测度 p 使 得 对 任意 
seS, 有 
At{sj) = 0. 
定理 4.8 PIT 一 EM . 
证 明 : $ I= {p : p C 5 为 有 穷 集 合 }, 则 了 为 5S 上 的 理想 . 
由 了 IT 知 ， 了 可 扩充 为 S 上 的 素 的 理想 1* . 定义 4:B 一 {0, 1} 
如 下 对 任意 对 S, 


0, WRX E I* 
X)= 
wa) fo 否则 
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容易 验证 4 满足 我 们 的 要 求 ， 口 

线 序 原 则 是 施 罗 德 于 1898 年 提出 的 .定理 4.3 是 阿 廷 和 施 
莱 尔 在 1927 年 证 明 的 . 定理 4.6 是 布尔 巴 基 于 1940 年 证 明 的 . 
定理 4.8 是 塔 斯 基 在 1930 年 证 明 的 。 


3.5 选择 公理 在 代数 学 中 的 应 用 


在 1935 年 之 前 ， 选 择 公理 在 代数 学 中 的 应 用 多 以 良 序 原则 
(WO1) 的 形式 出 现 。 1935 年 佐 因 第 一 次 把 佐 恩 引 理应 用 到 代数 
学 中 . ZJE, ERSE (M1) 和 图 吉 引 理 (M3) 很 快 在 代数 学 中 
得 到 了 广泛 应 用 . 

定理 5.1 假设 M3, 则 任意 向 量 空间 都 有 基底 . 

证 明 : BV 为 一 向 量 空 间 ， BOV. 如果 B 满足 条 件 : 

(1) B Æ V 的 一 组 生成 员 ， 

(2) B 中 任意 有 穷 多 个 向 量 都 是 线性 无 关 的 ， 

则 称 B 为 V 的 基底 .下 证 存在 满足 上 述 条 件 的 互 ， 令 


F={PCV : P 中 任意 有 穷 多 个 向 量 都 是 线性 无 关 的 }， 


WAS. FJAL, F RARAS. H M34, FERK 
TB. 显然 B 满足 条 件 (2) 。 下 证 B 满足 条 件 (1). 

对 任意 f EV 一 B, 由 B 的 极 大 性 知 ， B 中 必 有 某 些 元 素 
7T1,"… ,Tn 与 2 线性 相关 ， 即 存在 不 全 为 零 的 数 a Ql,:… ,ay 使 
得 

QAT + ATi +: + antn = 0, 
由 于 21,… ,zn RHEL, Ba, 从 而 


1 
T= z(t 十 … 十 anzZn)。 
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从 而 对 任意 ze V, z 均 可 表示 成 B 中 元 素 的 线性 组 合 , 即 B 是 
V 的 一 组 生成 元 从 而 B 是 V 的 基底 . 口 
定理 5.2 假设 M1, 则 线性 空间 的 任意 两 个 基底 都 等 势 . 
证 明 : 设 V 是 线性 空间 ， Bi, B2 WV 的 两 个 基底 . 下 证 
[Bil < |Bo|. + 


F={f : f 为 单 射 Hdom(f) C BiHran(f) C Bo}. 


定义 F EWFRA Rý: fRg 当 且 仅 当 dom(f) C dom(g) A 
f = gldom(f) . RAB, RAF LW. 对 下 的 任意 链 C， 
我 们 定义 一 函数 fo= U{f : JEC}. 显然 jo EF 有 目 扣 为 C 
的 上 界 . 从 而 由 M1 g, F ARATE f. 可 以 证 明 dom(f) = By, 


从 而 |Bi| < 1B2|. 

同 理 可 证 ， |B2| < |B1| .根据 康 托 一 伯 恩 斯 坦 定 理 (定理 
1.3.2) 知 ，|Bi| = 152| . 口 

定理 5.3 假设 Ml, # F 为 任意 域 ， 则 存在 F 的 代数 闭 
包 . 

证 明 : 设 五 为 一 域 . 令 

N={(f(z),n) : f(a) € Flz],n € w}. 

RN 的 一 个 子 集 


Fo = {(x —c,0) : ce F}. 


EM F E Fo 的 映射 p 如 下 : 对 任意 ce F, p(c) = (xz 一 c,0)， 
Wp Æ FB Fo 的 双 射 . 从 而 可 利用 玉 上 的 加 减 乘除 来 定义 Fy 
上 的 加 减 乘 除 ， 使 得 Fo 成 为 一 个 域 ， 且 玉 与 mW. OF 
满足 如 下 性 质 的 域 G 组 成 的 集 族 : 

(1)GCN, 
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(2) G 是 Fo WTR, 

(3) Yz € G(z = (f(z) n) > f(z) =0). 
容易 看 出 Fo EF, 故 FRB. EMF 上 的 偏 序 < 如 下 : 对 任意 
Gi, G2 € F, 


G1 < G2 当 且 仅 当 G2 是 G1 的 扩 域 . 


显然 三 的 任意 链 的 并 集 仍 属 于 F, 目 为 该 链 的 上 界 。 从 而 由 M1 
知 ， 大 有 极 大 元 . 设 KK AF MRA, WER K BPW 
RAHE. 由 于 Fo 5 F RW, eK 也 是 FF 的 代数 闭 包 (在 同 
构 意义 下 ) . 口 

定义 5.4 称 一 群 G 为 自由 群 ， 如 果 存 在 一 集合 4 满足 下 
列 性 质 : 对 G 中 的 任意 元 素 9, 若 g #1, No 可 表示 成 如 下 形式 


+1,+1 +1 
9 一 0i Q2 "Qn ; 


其 中 ai € A Boa; 5a RAR, 称 这 样 的 4 为 G 的 生成 子 . 

定理 5.5 (尼尔森 一 施 菜 尔 定理 ) 假设 WO1, 则 自由 群 的 每 
一 子 群 也 是 自由 群 . 

证 明 : 该 定理 证 明 非 常 复杂 ， 故 只 给 出 证 明 思路 . 设 G 为 自 
He, HCG 为 G 的 子 群 . 根据 WOL H 可 被 良 序 . 从 而 可 以 
利用 超 穷 归纳 法 构造 H 的 生成 子 . o 

定义 5.6 RV 为 实 线性 空间 ，p 为 VY 上 的 泛 函 ， 如 果 对 
任意 x,y E V 及 非 负 数 > 都 有 


plz +y) < p(z)+p(y), p(rz) = rp(z)， 


则 称 p HFR A. 
定义 5.7 KV 为 实 线 性 空间 ， wp 为 Y 的 一 子 空间 EE 
WAZ, PAV 的 一 子 空间 E 的 线性 泛 函 . EC EB, 
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且 对 任意 ZE 也 都 有 plz) = plz), WKY Ap 的 线性 扩张 记 
Hoes. BR <! 是 一 偏 序 . 

定理 5.8 (EEHEHE) Kp 为 实 线性 空间 V 上 的 半 线 性 
PR, y 为 Y 的 一 子 空间 FE 上 的 且 满 足 对 任意 re FE 都 有 
plz) < pir) HATER, WEE V 上 的 线性 泛 涵 y 使 得 对 任 
意 z EV RA yle) < p(t) 且 纱 为 9 的 线性 扩张 。 

证 明 : 令 F = 地 :4 为 p 的 线性 扩张 且 对 任意 ze dom(y) 
都 有 V(x) < p(z)} W (F<) 满足 M1 中 的 条 件 。 从 而 由 M1 
知 ， F 中 存在 极 大 元 . hp 为 FRKE, REA y EV 
上 处 处 有 定义 。 o 

定理 5.1 是 斯 坦 尼 效 在 1910 年 证 明 的 ， 他 还 利用 选择 公理 
证 明了 许多 有 关 域 的 结论 .定理 5.3 是 豪 斯 道夫 在 1932 年 证 明 
的 . 定理 5.5 是 尼尔森 和 施 莱 尔 在 1927 年 证 明 的 . 定理 5.8 是 巴 
拿 赫 在 1929 年 利用 良 序 原 则 证 明 的 ， 1951 年 洛斯 (A. Los) 和 
纳 佐 斯 基 (Ryll-Nardzewski) 利用 素 理想 定理 也 证 明了 该 定理 . 


3.6 选择 公理 在 描述 集合 论 中 的 应 用 


在 描述 集合 论 中 ， 许 多 定理 ， 如 “存在 勒 贝 格 不 可 测 集 ”、 
“存在 不 具有 拜 尔 性 质 的 集合 ”等 等 ， 也 需要 选择 公理 (RASE 
A). 如 不 特别 说 明 ,本 节 出 现 的 集合 都 是 实数 集 . 全 体 实数 组 成 
的 集合 记 为 及 . 

我 们 用 A(X) 表示 集合 X 的 勤 贝 格 测度 (关于 勒 贝 格 测度 
的 定义 可 参考 有 关 的 实 变 函 数 书 ) . 众所周知 ，j 具有 如 下 性 质 ， 

(1) 对 任意 区 间 [a,b], u([a,b]) =b-a; 

(2) u 具有 可 数 可 加 性 ， 即 若 Xn n ew 是 互 不 相交 的 可 测 
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和 集 , 则 
AL Xn) = Dn(Xn); 


(3) u 具有 平移 不 变性 ， 即 对 任意 可 测 集 X 及 实数 RA 
WX +a) = p(X), HH X+a={e+a: xE€EX}. 

定义 6.1 

(1) 称 一 集合 X AMER, MRX=R. 

(2) 称 一 集合 X 为 无 处 稠密 集 ， 如 果 R- 大 包含 一 个 开 笛 
密 子 集 . 

(3) 称 一 集合 X HSH, MEX 可 表示 成 可 数 多 个 
无 处 稠密 集 的 并 . 

(4) 不 是 第 一 范畴 集 的 集合 称 为 第 一 范畴 集 . 

(5) 称 一 集合 X 具有 拜 尔 性 质 ， 如 果 存 在 开 集 G 使 得 大 与 
G 的 对 称 差 XAG = (X — G)U(G — X) 是 第 一 范畴 集 . 

定义 6.2 

(1) RX H-BS, a 为 一 实数 . 如 果 a 的 每 个 邻 域 与 
X—{a} 的 交 都 不 空 ， 则 称 a 为 天 HRA. MRacX Hak 
EX 的 聚 点 ， 则 称 a 为 X 的 孤立 点 . | 

(2) 称 一 集合 X 为 完备 集 如 果 X 是 不 空 闻 集 目 没有 孤立 
点 。 

定理 6.3 假设 WO2 成 立 , 则 存在 势 为 22 的 集合 X, CR 
有 完备 子 集 . 

WEA: 不 难看 出 至 多 有 WY 多 个 完备 集 ， 根据 WO2, 可 设 


看 ,站 a<2” 
为 所 有 完备 集 的 枚 举 ， 且 可 设 
UTEE CERERE: TERRE a< 2” 
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为 全 体 实数 的 枚 举 . 下 面 我 们 构造 两 个 集合 4 = {aa : a < 2} 
Al B= {by : a< 2}, 

设 a 为 一 序数 ， 且 设 对 任意 序数 p < a, ap, bs HREM. 
取 ao Ary, Hn DWE ry Z {ag : B<asUf{bg : B<a} 
的 最 小 的 序数 .再 取 ba 为 re, 其 中 为 使 得 re © Py — {ag : 
P <a) 的 最 小 的 序数 . 显然 4 站 BB = ,下 证 4 就 是 我 们 所 
求 的 集合 . BARR, M 4 包含 一 个 完备 子 集 ， 设 为 Py, Mii 
ba E Pa — {ag : B<a}CA, 5 ANB=O FH. 口 

定理 6.4 假设 AC(w), 则 可 数 多 个 具有 拜 尔 性 质 的 集合 的 
FARA RE. 

证 明 : 设 集合 Xn, n Cw, 具有 拜 尔 性 质 ， 要 证 UX, 也 具 
有 拜 尔 性 质 。 对 每 一 n, > 


An = {G : G 为 开 集 且 GAX 为 第 一 范畴 集 }. 


因为 Xn 具有 拜 尔 性 质 ， 故 An 不 空 . 由 AC(w), 可 从 每 个 An 中 
选取 一 个 元 素 Cn . 于 是 


UG AU Xn) E (Gn AXn). 
由 于 每 个 Gn 人 Xn 都 为 第 一 范畴 集 ， 所 以 U(GrAXn) 也 是 第 一 


范畴 集 (可 数 集 的 并 仍 可 数 ) 。 故 UX 具有 拜 尔 性 质 . Oo 
定理 6.5 假设 AC(w), € Xn,n ew, 为 可 数 多 个 集合 ， 则 
B(UiXn : nEw) < E(X), (6.1) 
其 中 pv* RRB TSN BE, 
WA: 对 每 一 m, > 


如 ={G :加 ESEGBuG) < p"(Xn) + Sh. 
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根据 外 测度 的 定义 知 每 一 4” 都 不 空 ， 从 而 由 AC(w), 可 从 每 个 
An 中 选取 一 元 素 Gn .于 是 , U{Xn : nEw} CU{LGn : nEw} 
且 

u*(U{Xn : n€ w}) < u*(U{Gn : nE w}) 

<E u(Gn) < TH (Xn) +. 


由 e 的 任意 性 知 (6.1) 式 成 立 。 E 

定理 6.6 假设 AC(w), 则 可 数 多 个 零 测 度 集 的 并 仍 是 零 测 
ER. 

证 明 : 设 Xn, n Ew, WEWER., 要 证 UXn 也 是 零 测 度 
SA, 只 需 证 对 任意 e, 都 存在 开 集 C 使 得 UXn CCG 且 HGC) <e. 
对 每 一 n, 令 

如 ={G : Xn C GHM(G) < 5}. 

由 于 每 个 Xn 都 是 零 测 度 集 ， 故 每 个 An 都 不 空 。 由 AC(w), 可 
从 每 个 An 中 取出 一 元 素 Gn. 从 而 U{Xn : n Ew} CU{Gn : 
nEw} A 


waUfc : nEw} < Du(Gn) <e. 


由 e 的 任意 性 知 UXn HEMER. o 
定理 6.7 ( 维 塔 利 定理 ) 假设 AC2, MAE IRTA 
R. 
证 明 : 首先 定义 [0,1] 区 间 上 的 关系 ~ 如 下 : 


rv Yy 当 且 仅 当 一 yE Q 


(Q 表示 全 体 有 理 数组 成 的 集合 ) .显然 ~ 为 定价 关系 。 对 每 一 
x € [0,1], 12 [2] 为 > 所 在 的 等 价 类 . 4 F ={[e] : ze [0,1]}. 
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根据 AC2, 存在 一 集合 M 使 得 对 每 一 x € [0,1], M RA [z] 中 
的 一 个 元 素 ， 即 对 每 一 Ze [0, 1], 都 存在 惟一 的 YE M 及 惟一 的 
rEQ 使 z= 二 y 十 "7 。 对 每 一 7r EQ, 令 


M, ={y+r: ye M}, 


则 有 

(1) 对 任意 二 有 理 数 ri, ro, Mr, mn Mre = 9, 

(2)R =U{M, :re Q}. 
下 证 M 是 不 可 测 的 .假设 M 可 测 ， 则 要 么 u(M) = 0, BZ 
KA(M) > 0 . 如果 (M) = 0, 则 根据 平移 不 变性 知 对 任意 re Q， 
(M) =0, 从 而 


= (UM, : re QD) = Tp(M,) = 
AJR. 如果 uM) > 0, WHER re Q, uM) > 0 .从 而 
u((0,2]) > aM, : r€ QNIO,N)) = 》 AM 


MAG. 综 上 可 知 M 不 可 测 . 

定理 6.8 假设 AC2, 则 存在 不 具有 拜 尔 性 质 的 集合 . 

证 明 : 我 们 证 明定 理 6.7 中 的 M 不 具有 拜 尔 性 质 。 首 先 注 
意 ，“ 第 一 范畴 集 ”和 拜 尔 性 质 也 具有 平移 不 变性 . 假设 M 具 
有 拜 尔 性 质 ， 则 必 有 一 区 间 (a,b) të (a,b) — M 为 第 一 范畴 集 . 
对 任意 有 理 数 7 关 0, Mr nM = 0, AT M,N (a,b) 为 第 一 范畴 
R, AM (a 一 7,b 一 7) 1M 为 第 一 范畴 集 . 于 是 


M =|){(a-r,b-r)NM : rE QHr #0} 


为 第 一 范畴 集 ， 从 而 R = U{M，: re Q} 为 第 一 范畴 集 . 巴 
E. 故 M 不 具有 拜 尔 性 质 . o 
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3.7 巴 拿 赫 一 塔 斯 基 分 球 定理 


本 节 介 绍 如 何 使 用 选择 公理 证 明 分 球 定理 。 首先 考虑 三 维 欧 
几 里 德 空间 R? 中 集合 的 一 种 关系 =: X=Y 当 且 仅 当 X AY 
能 分 解 成 同样 多 个 互 不 相交 的 集合 的 并 ， 即 


X= HX : i=1,.…,m), Y=({% : i=1,---,m}, 


使 得 对 每 一 i = 1,…,m, Xi FY, 全 等 ( 即 经 过 若干 次 平移 和 旋 
转 后 X; 与 Y; BA). 

设 2 人 是 两 个 旋转 映射 并 分 别 满足 oz = 工 和 内 =1; 设 
Ay, ty 是 经 过 球 心 的 两 个 轴 使 得 y 是 绕 a, 旋转 180 E, y Æ 
绕 ay 旋转 120 E; 设 G 是 由 yM y ERR. 

引 理 7.1 我 们 可 以 确定 两 个 轴 ae 和 oy 使 得 G 中 不 同 的 
元 素 表示 由 和 yY 生成 的 不 同 的 旋转 映射 . 

证 明 : 我 们 的 任务 是 要 确定 ae 和 ay 的 夹 角 9 使 得 G 中 的 

元 素 除 1 之 外 均 不 表示 恒 等 映射 .考察 G 的 如 下 形式 的 元 素 


a=peypte---evyeyt (7.1) 
利用 正 交 变换 和 三 角 变换 可 以 证 明 方程 
a=1 


只 有 有 穷 多 个 解 ， 其 中 a ABM (7.1) 式 的 元 素 。 因 而 除 可 数 多 
TRA (C 为 可 数 集 ) 之 外 , 任 选 一 个 夹 角 9 就 满足 我 们 的 要 求 。 
o 


设 pp 是 使 得 ao 和 ay 的 夹 角 为 引 理 7.1 中 的 9 的 旋转 
映射 ， 则 我 们 有 : 
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引 理 7.2 群 G 可 分 解 成 三 个 互 不 相交 的 子 集 A,B,C, 即 
G=AUBUC 


使 得 
Aev=BUC, Aewv=B, Aey? =C, 


证 明 : 施 归 纳 于 G 中 元 素 的 长 度 来 构造 A,B,C. $ 
LEA, 9 peB, EC. 


Hac G 是 以 yt Rp 结尾 的 元 素 ， 那 么 

# a E€ A, N ay € B, ay € B, ay™t € C; 

# a € B, J| ay E A, ay € C, ap € A; 

Bac, MapeC, awe A,ap EB, 
容易 验证 A,B,C 满足 引 理 要 求 。 口 

定理 7.3 ( 豪 斯 道夫 分 球面 定理 ) 假设 AC2, 则 一 球面 9 能 
分 解 为 四 个 互 不 相交 的 子 集 A, B,C 和 Q, 即 S = AUBUCUG,， 
使 得 

(1) A,B,C 相互 全 等 

(2) BUC 5 A,B,C 全 等 ; 

(3) Q 为 可 数 集合 . 

证 明 : 令 Q 为 G 中 所 有 元 素 的 不 动 点 组 成 的 集合 .因为 G 
中 的 每 一 元 素 至 多 有 两 个 不 动 点 , 所 以 Q 可 数 . EM S- 上 的 
等 价 关系 ~ 如下: coy 当 且 仅 当 存 在 Ce G 使 za = y .对 任意 
zES-Q, id Pr Wz 所 在 的 等 价 类 , BP, = {za : a€G}, 
令 卫 = {PB : c€S—Q}. RE AC 知 存在 一 集合 M 使 得 
对 任意 £, M 仅 含 有 P, 中 的 一 个 元 素 . > 


4=MeA,D=MeB,C=Mec， 
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容易 验证 A,B,C 满足 要 求 . 口 
引 理 7.4 关系 = 具有 如 下 人 性质， 
(1) = 是 等 价 关 系 . 
(2) 设 X 是 两 个 不 相交 集 X1, Xo 的 并 ，Y 是 两 个 不 相交 
SY), Yo 的 并 .如果 X = V1, Xo =Vo,WX=Y. 
(3) 如 果 ZCYCX 有 X=2, 则 X=Y. 
WEBA: (1) 和 (2) 是 容易 证 的 ， 只 需 证 (3). i 


三 =XIUUX TI=IDUUZD 


满足 对 每 一 i = 1,… ,n, 都 有 Xi 与 2; 全 等 .对 每 一 i = 1,…,n， 
取 fi: Xi 一 Z 为 全 等 映射 ， 设 = U{ 户 : i=1,…,n} . + 


Wo = X,W, = f[Wo], W2 = f[W1], +, 


(其 中 f[X]= {f(z) : ce X}) > 
W = | {Wn -Vm : mew}, 
WW [W] 5 X-W AR, A W= [Ww]. Am 
X=WU(X-W), Y = /WU(X- WwW), 


于 是 由 (2) a X=Y. 口 
定理 7.5 ( 巴 拿 赫 一 塔 斯 基 分 球 定理 ) 假设 AC2, 则 一 个 闭 
球 U 能 分 解 为 两 个 不 相交 集合 X,Y W3, BU = X UY, 使 
U=X,U=YHXnNY=9. 
WEAR: 设 5 为 闭 球 U 的 表面 ， 则 根据 定理 7.3 知 5S 能 分 解 
成 四 个 互 不 相交 的 集合 的 并 , 即 3S= AUBUCUQ.#XCS, 
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则 记 X = {z eV : Zz 不 是 球 心 且 7 向 球面 的 投影 在 叉 中 } . 


则 有 
U=AUBUCUQU {ec}, 


其 中 c AR. BRA 
A=B=C=BUC. 
&X=AUQU{cl, Y=U-X, h3 7.4 4 
A=AUBUGC, 


从 而 X =U. 容易 找到 一 个 旋转 a, 使 得 @ 与 @ea KE. 从 
而 由 


知 存在 了 CC 使 工 三 @ . Zp C-T P-a, WA 
AUQU {c} = BUT U {p}. 


因为 BUTU {p} CY CU, 故 根据 引 理 7.4(3) M@Y=U. oO 

从 直观 上 看 ， 分 球 定理 是 说 ， 一 个 球 可 以 分 解 成 两 个 集合 ， 
这 两 个 集合 经 过 重新 排列 后 形成 与 原来 的 球 同样 大 小 的 两 个 球 . 
这 岂非 怪事 . 然而 分 球 定理 并 不 是 矛盾 的 ， 问 题 在 于 关系 = 不 保 
可 测 性 (在 选择 公理 下 ) 。 实际 上 ， 定 理 7.5 中 的 X MY 是 不 可 
WA (RE xX =U,Y =U). 


3.8 无 穷 性 引 理 及 其 应 用 


定义 8.1 一 棵 树 就 是 一 满足 如 下 条 件 的 偏 序 (T, <): 对 任 
BceT, RA {yeT : y<r} 在 < 下 为 一 良 序 集 . 
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定义 8.2 设 了 为 一 棵 树 ， 对 任意 ZE 了 了 集合 {y ET : 
y < z} 的 序 型 称 作 是 > 在 中 的 高 度 ， 记 为 ht(z) ， 对 任意 序 
数 a 令 Ta={fzeT : ht(z)=a}. KT XT HZ a B. 
树 工 的 高 度 定义 为 使 Te = 和 的 最 小 的 序数 a. 

定义 8.3 KT AM, ACT, MRA 中 的 任意 二 元 素 可 
比较 ， 则 称 A ET ER. 

定义 8.4 HT AM, ,如 果 人 的 高 度 为 w AER n < w， 
Tr] < w, MFK T Æ w- Bt. 

定理 8.5 假设 选择 公理 成 立 ， 则 每 个 w- 树 都 有 无 穷 链 . 

WER: 设 了 为 一 w- 树 ， 由 于 To 有 穷 ， 故 必 有 xy € Th 
fi{yeT : y > zo} 是 无 穷 集 . 显然 {y eT : y > xo} 
也 是 一 棵 w 树 ， 记 为 TWD . 由 于 TO Bay, 故 取 2, € TO 
使 {y € TO : y > z1} 是 无 穷 集 。 如 此 继续 下 去 ， 设 zn 已 
经 取 好 且 设 zn 使 得 {y € T : y > zn} BEIM. BR 
{yeT™ : y> zn} 也 是 w- W, TA TOD, hF TOY 有 
F, 故 可 取 zn+l > zn 使 {y ETC+D : y > zn41} 无 穷 。 这样 
我 们 就 得 到 一 序列 


To L T1 LT Tn < 


显然 {tn : nEw) 是 无 穷 链 . 口 

本 定理 归功 于 寇 尼 ， 故 有 的 书 也 称 之 为 寇 尼 无 穷 性 引 理 或 完 
BIE. 实际 上 只 要 假设 依赖 选择 公理 ， 本 定理 的 结论 就 成 立 . 
无 穷 性 引 理 起 初 主要 应 用 于 图 论 和 对 策 论 ， 后 来 也 应 用 于 其 他 分 
支 。 

无 穷 性 引 理 的 一 个 直接 应 用 是 如 下 论断 ， 如 果 人 类 决 不 天 
亡 ， 则 必 有 一 个 人 存在 ， 使 得 在 任何 将 来 时 间 ， 他 的 菜 一 后 代 仍 
RIES. 
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无 穷 性 引 理 的 一 个 人 为 的 应 用 就 是 对 一 张 包 含 无 穷 多 个 国家 
的 地 图 的 着 色 问 题 。 

命题 8.6 如果 一 张 包含 任何 有 穷 多 个 国家 的 地 图 都 能 用 
Pp 是 一 个 固定 的 自然 数 ) 种 颜色 着 色 ， 使 得 任何 具有 共同 边界 
的 国家 的 颜色 不 同 。 则 任何 一 张 包含 可 数 多 个 国家 的 地 图 也 可 用 
p 种 颜色 着 色 . 

TER: 现 已 知道 任何 包含 有 穷 多 个 国家 的 地 图 的 着 色 只 需 p 
种 颜色 ， 为 方便 起 见 ， 不 妨 设 p = 4 . 下 面 证 明 ， 即 使 有 可 数 多 
个 国家 ， 4 种 颜色 也 足够 了 。 取 4 种 颜色 ， 红 、 黄 、 绿 、 白 . 这 
可 数 多 个 国家 设 为 Co, Ci, 下 面 构 造 一 棵 树 : 位 于 第 n 层 的 点 
是 那些 对 Co, C1,… ,Cn 的 合理 着 色 ( 即 任何 相 邻 国家 的 颜色 不 
同 ) . 规定 , 第 n 十 1 层 的 节点 与 第 ” 层 的 节点 有 连 线 ( 即 可 比较 ) 
当 且 仅 当 这 两 种 着 色 对 Co, O1,… ,Ch 的 着 色 是 一 样 的 .这 样 得 
到 一 棵 树 (如 下 图 ) . 


MR Ce 4A 


B 
W... 
e Bieoe 
Ieee 


由 于 对 包含 国家 Co, C1,… , Cn 的 地 图 的 着 色 只 有 有 穷 多 个 
方案 ， 故 该 树 的 每 一 层 只 有 有 穷 多 个 点 . 因而 该 树 是 一 w- 树 . 由 
无 穷 性 引 理 知 ， 存 在 一 无 穷 链 ， 不 难看 出 该 无 穷 链 确 定 了 对 包含 
国家 Co, C1,… 的 地 图 的 一 种 合理 着 色 ， o 

下 面 给 出 无 穷 性 引 理 在 分 析 中 应 用 的 一 个 例子 . 这 个 例子 并 
不 需要 高 深 的 知识 . 

命题 8.7 HEX (0,1) 区 间 中 的 一 个 闭 子 集 ( 即 对 任意 点 
T, 如 果 r 的 每 一 邻 域 都 含有 E 中 的 点 ， 则 > E 如) .了 是 由 一 
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些 区 间 组 成 的 集合 . 如 果 E 中 的 点 均 属 于 工 中 的 某 一 区 间 ， 则 存 
在 一 自然 数 n, 使 得 当 我 们 把 (0,1) 区 间 分 成 2" 等 分 之 后 ， 每 个 
包含 E 中 的 点 的 小 区 间 (2, SE) 必 包 含 在 了 的 某 一 区 间 中 ， 
证 明 : 用 反正 法 . 假设 对 每 个 n, WKE (0, 4), Cah 

中 有 一 区 间 ， 它 包含 有 EPA, 但 不 包含 在 了 的 任何 区 间 中 ， 
注意 ， 当 n 增加 1 时 ,对 (0,1) 区 间 的 2"+1 等 分 实际 上 是 把 
2” 等 分 的 每 一 等 分 再 进行 二 等 分 .因此 我 们 可 以 用 一 棵 树 全 来 

表示 对 (0,1) 区 间 的 等 分 : 这 棵 树 T 的 第 n 层 上 的 结 点 是 诸 区 间 
(0, gr) (34,1). 规定: Bn+ 层 上 的 结 点 与 第 n 层 上 的 
结 点 有 连 线 当 且 仅 当 有 两 个 区 间 有 包含 关系 (如 下 图 所 示 ) . 


0,1/4 (1/4,1/2) (1/2,3/4) (3/4, 1) 


(0, 1) 


HREH, TPE E 中 的 点 但 不 包含 在 工 的 任何 区 间 中 
的 结 点 构成 了 的 一 个 子 树 。 这 个 子 树 也 是 w- 树 。 由 无 穷 性 引 
理 知 存在 一 无 穷 链 ， 亦 即 存在 一 区 间 序 列 Jy, Jo, J3,… 其 长 度 依 
KH 1,5, 57. 使 得 每 个 五 不 包含 在 了 的 任意 区 间 之 中 ， 但 每 
个 无 都 含有 E 中 的 点 。 对 每 个 i, 取 pi 为 天 的 中 点 ， 则 p 必 
收敛 于 一 点 p 。 显然 p 的 每 个 邻 域 必 包 合 某 个 Ji, AN p 的 每 
个 邻 域 必 含 有 EPR. HE 是 闭 集 知 ，p e EB ， 有 已 知 条 件 
Al, p 必然 属于 I PARP REC. 注意 p ATHA Ji EJ 
的 长 度 趋向 于 0, 故 必 存 在 一 个 m, 4 i> mat, J; CC. 这 
与 区 间 序 列 刀 , .Jp,… 的 选取 相 了 矛盾 ， 故 命题 成 立 ， o 

最 后 我 们 着 重 讨论 无 穷 性 引 理 在 骨牌 游戏 中 的 应 用 。 假 定 已 
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给 了 一 个 由 方块 (骨牌 型 ) 组 成 的 有 穷 集 合 (骨牌 集 ) 。 这 些 方块 
大 小 相同 (比如 说 ， 都 是 单位 面积 ), 而 且 每 一 骨牌 型 的 四 边 上 都 
ETE. 再 假定 每 一 骨牌 型 都 有 无 穷 多 个 样品 ， 我 们 不 允许 旋转 
或 翻转 骨牌 。 比 如 下 面 的 三 个 骨牌 应 认为 具有 不 同类 型 ， 


b a b 
:| | |] :| H 
b a b 
现在 我 们 想 用 这 些 骨 牌 铺 满 整 个 平面 使 得 任何 两 个 骨牌 要 人 么 
只 在 一 个 角 上 接触 , 要 么 在 整个 一 条 边 上 接触 , 要 么 完全 不 接触 . 
不 过 我 们 提出 一 个 简单 的 要 求 ， 即 是 任何 两 条 相连 的 边 应 具有 相 
同 的 颜色 .在 这 一 限制 下 ， 我 们 来 讨论 给 定 骨牌 集 的 求解 问题 
定义 8.8 一 骨牌 集 称 为 是 可 解 的 当 且 仅 当 存在 某 种 利用 
该 集合 中 的 骨牌 铺 满 整个 平面 的 方法 (这 些 方法 称 作 该 骨牌 集 的 
解 ) . 
在 上 面 的 三 个 骨牌 的 例子 中 ， 如 果 a, b,c 是 不 同 的 颜色 ， 则 
由 前 面 两 个 骨牌 组 成 的 集 是 不 可 解 的 (或 称 是 无 解 的 ) .而 由 第 一 


个 和 第 三 个 骨牌 组 成 的 集合 是 可 解 的 ， 这 是 因为 我 们 可 把 具有 颜 
色 c 的 边 连 在 一 起 (如 下 图 ) 。 


容易 看 出 ， 由 这 两 个 方块 组 成 的 块 可 以 在 每 个 方向 上 重复 ， 
因为 它 的 底部 和 顶部 具有 相同 的 颜色 且 左 右 两 边 也 具有 相同 的 颜 
色 . 

定义 8.9 设 己 为 一 骨牌 集 ， 如 果 利用 P 中 的 骨牌 能 按 上 
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面 的 要 求 ( 即 相连 的 边 具 有 相同 的 颜色 ) 铺盖 n xn 的 一 块 平面 ， 
We P EKDA nx n 的 部 分 解 . 

命题 8.10 ”对 给 定 的 骨牌 集 P, 如 果 对 每 一 n, P 都 有 大 小 
为 n xn 的 部 分 解 ， 则 已 可 解 . 

证 明 : 我 们 考虑 大 小 为 (2n 一 1) x (2n 一 1) 的 部 分 解 ， 
n 二 1,2,.… .下 面 构造 一 棵 树 全. OT Hn 层 上 的 结 点 是 大 
小 为 (2n 一 1) x (2n—1) BR. 规定 : Bn+ 1 层 上 的 结 点 KS 
Snr 层 上 的 结 点 五 可 比较 当 且 仅 当 HÆK APD. HEM 
件 知 ， 树 了 是 w- 树 。 根据 无 穷 性 引 理 了 有 一 无 穷 链 。 显 然 该 链 
确定 了 P 的 一 个 解 .。 o 

命题 8.11 一 个 骨牌 集 在 整个 平面 上 可 解 当 且 仅 当 它 在 一 
个 象限 上 可 解 ( 即 能 按 要 求 铺盖 一 个 象限 ) . 


证 明 : 如 果 它 在 整个 平面 上 可 解 , 它 自然 在 一 个 象限 上 可 解 . 
反之 , 若 它 在 一 个 象限 上 可 和 解 ， 则 对 任意 n, 它 均 有 大 小 为 n xn 
的 部 分 解 。 由 命题 8.10 知 ， 它 在 这 个 平面 上 可 解 , OD 


命题 8.12 给 定 一 骨牌 集 已 ， 假 设 P 中 骨牌 能 够 形成 两 个 
无 穷 行使 得 对 每 一 m, 任何 出 现在 上 行 中 的 1 x m 块 必 然 出 现在 
下 行 中 ， 则 已 可 解 . 

WA: 设 4 是 上 行 ，B 是 下 行 . 对 每 一 m, 由 于 4 是 一 无 
穷 行 , BA 中 必 有 1xm 块 Cm . HRM, Cm 也 在 B 行 中 出 
现 . 与 召 行 中 的 Cm 相对 应 的 A 行 中 的 块 记 为 Dm. 则 Dm 可 
放 在 Cm 之 上 ,由 于 Dm 在 4 中 出 现 ， 故 它 在 B 行 中 也 出 现 . 
与 B 行 中 的 Dm 相对 应 的 A 行 中 的 块 记 为 Bm 。 则 Em RK 
在 Dm ZE. 重复 这 一 过 程 适当 次 后 , 我 们 可 得 到 P 的 一 大 小 为 
m x m 的 部 分 解 。 这 样 由 命题 8.10 知 P 可 解 . o 


AA ESEYVATFERNREA FEAR, MTER. 
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3.9 选择 原则 和 有 穷 选择 公理 


先 考虑 选择 原则 (selection principle) . 
SP: 对 任意 集 族 PF, 如 果 其 中 每 一 元 素 均 为 非 空 集 ， 则 存在 应 

数 f 使 得 

(1) SHER X E F, f(X) 40H f(X) CX, 

(2) 对 任意 单 点 集 X EF, f(X) =X, 

(3) 对 任意 X E€ F, aX REFARI f(X) AX. 
我 们 称 S EF 上 的 选择 函 子 . 

定理 9.1 SP 与 下 命题 等 价 ， 

对 任意 集合 M, 存在 一 序数 a 及 M 到 Pla) 内 的 单 射 9 ， 

证 明 : 该 命题 蕴涵 SP 的 证 明 不 难 . 我 们 只 证 明 男 一 个 方向 . 
假设 SP RE. 设 了 是 P(M) {从 上 的 选择 函 子 .下 面 我 们 利 
用 超 穷 归纳 法 来 构造 集合 M, 其 中 t 是 0 一 1 序列 ， 

Mo = f(M), May = M — My, 

Mt~(0) = f(Mi), Miva) = Mi — Mino), 

Mi = 站 Ms : sC 如 ,的 长 度 为 极限 序数 . 
显然 对 任意 s Ct, 都 有 Mi C M.. 由 于 M 是 一 集合 ， 故 必 有 
一 序数 a 使 得 对 任意 te °2 都 有 |Mi| <1. 我 们 断言 ， 对 任意 
a € AM, 都 存在 ie °2 fi Mi = {a}. 

对 任意 ae M, 归纳 定义 4 E Cl 如 下 : 对 任意 6 <a, 设 
t|B 已 定义 且 ae Mig . WS 


(8) = | © 如 果 a E Muso 
1, MRa € Mpy) 


则 ae Mypiiy. 设 6 是 极限 序数 ,和 且 设 对 任意 7 < B, tly 都 已 
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定义 且 ae Mijy, 则 令 
t8 = (tiy : y <8}. 


显然 有 
ae (YH{ Ma : 7<B}= Mis. 


至 此 我 们 定义 了 te 2 使 得 ace Mi. 由 于 M 中 至 多 有 一 个 元 
K. 故 Mi = {a}. 

这 样 ， 对 任意 a © M, HEE te "2 使 Mi = {a}. ABT 
面 的 构造 知 ， 这 样 的 t+ 是 惟一 的 ， 记 作 如 。 显 然 映 射 9 :a 一 to 
是 一 个 单 射 (注意 “2 与 Pla) HEAR). 口 

推论 9.2 SP=>OP. 

证 明 : 设 SP 成 立 ， 我 们 要 证 线 序 原 则 成 立 。 对 任意 M, 根 
据 定理 9.1, 存在 a 及 M 到 Plo) 的 单 射 . 由 于 Pla) 是 可 线 序 
的 ， 故 M 也 可 线 序 . 从 而 OP RZ. 口 

下 面 讨 论 一 下 有 穷 选择 公理 . 

ACF: 对 任意 集 族 F, 如 果 王 中 的 每 个 元 素 都 是 有 穷 非 空 集合 ， 

则 F 有 选择 函数 . 

AC(n): SHES F, 如 果 F 中 的 每 个 集合 都 只 有 n 个 元 素 ， 

则 F 有 选择 函数 。 

命题 9.3 WER n, 都 有 ACF 一 >AC(n) . 

命题 9.4 AC(2) 一 >AC(4) . 

证 明 : 设 F 为 一 集 族 ， 五 中 的 每 个 集合 都 只 有 4 个 元 素 ， 
则 对 任意 A € F, A 共有 六 个 只 有 2 个 元 素 的 子 集 . 9 F 是 所 
有 这 些 只 有 2 个 元 素 的 集合 组 成 的 集 族 . 由 AC(2) 知 ， 有 选择 函 
数 g 。 对 任意 A4EF 及 aeE 4, 令 


g(a) = 所 有 使 得 {a,b} C ABg({a, b}) = a 的 序 对 {a, 中 的 个 数 ， 
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再 令 4 为 所 有 q(a)(a € A) 中 的 最 小 值 . 令 B= {a€ Ah: g(a)= 
q}, M B 至 多 有 3 个 元 素 。 定 义 上 的 选择 函数 f 如 下 : ME 
BAcCF,4 


BB 中 的 元 素 ， 如 果 B 中 只 有 1 个 元 素 
f(4) = ”4 一 B 中 的 元 素 ， 如 果 B 中 只 有 3 个 元 素 
9(B), 如 果 B 中 只 有 2 个 元 素 


定义 9.5 Bm, n AAP ARB, S(m,n) 代表 如 下 命题 : 

n 不 能 分 解 成 若干 个 大 于 m 的 素数 的 和 ， 即 n 不 能 表示 成 
如 下 形式 ， n= pi 十 … 十 pi 使 得 每 个 pi 都 大 于 m AB pi 

定理 9.6 假设 m,n 为 两 个 自然 数量 S(m,n) 成 立 ， 如 果 
XES k <m, AC(k) HR, M ACn) 也 成 立 。 

证 明 : 任意 固定 m, 我 们 归纳 于 n 来 证 明 本 定理 成 立 ， 假 
设 对 任意 1 < n 本 定理 成 立 。 由 于 S(m,n) 成 立 ， 故 n 必 可 被 
某 素数 p 整除 。 可 以 肯定 p < m (Hp > m, 则 n 可 表示 成 
Pp 十 … 十 p, 矛盾 ) . RF 为 一 集 族 , 其 中 每 一 集合 恰 有 n 个 元 素 . 
S&P ={X : XPAptHRAX EE 中 某 集合 的 子 集 } . 
再 设 9 是 P 上 的 选择 函数 ， 对 任意 AC, 令 Pa 为 4 的 所 有 
恰 有 p 个 元 素 的 子 集 组 成 的 集 组 ， 对 每 个 a € A, 令 g(a) 为 Pa 
中 的 使 得 g(X) = a 的 X 的 个 数 . S g 为 所 有 qla) (a € A) 中 
的 最 小 值 ， 再 令 B={aeA: g(a) = 9} . 显然 BRZ, TH 
证 明和 4 一 BB 也 不 空 ( 即 B 关 4). 令 |B|=1,j4 一 Bj=1, 则 
S(m, l1) Al S(m, lo) 必 有 一 个 成 立 (ERR, MA h = pit tp, 
l2 = Droits +p, 其 中 记 > m 为 素数 . MAT n= pi 十 … 十 pit， 
矛盾 ) 。 对 任意 1 <n, + 


及 三 { : XPAIPCRAX EP PERS RD, 
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如 果 S(m, 1) 成 立 ， 则 由 归纳 假设 , S gi 为 及 上 的 选择 函数 . 下 
HEX F 上 的 选择 函数 f: 对 任意 AEF, 令 


f(A) — Jh (B), 如 果 S(m, l) 
9i2(A— B), MMF S(m, ly) 


至 此 定理 证 毕 . o 

注意 利用 第 五 章 的 方法 ， 可 以 证 明 ， 如 果 S(m,n) 不 成 立 ， 
则 Vk < mAC(k) 推 不 出 AC(n) 。 且 可 证 明 VnAC(n) 推 不 出 
ACF. 不过， 限于 篇 幅 ， 我 们 不 打算 给 出 这 些 证 明 . 

命题 9.7 OP=>ACF , 

WH: RF 为 一 集 族 ， 其 中 元 素 均 为 有 穷 非 空 集合 . 由 OP 
Ml, UF 可 被 线 序 . 设 < 为 UF LWA, 由 于 对 任意 A € F, 
4 是 有 穷 集 ， 故 < 限制 在 4 上 是 良 序 . 下面 定义 F Litem 
数 f: IER AEF, S 


f(A) = 4 中 关于 < 的 最 小 元 . o 
推论 9.8 SP=>ACF, 


第 四 章 ”选择 公理 的 相对 协调 性 


在 第 二 章 中 , RIEA, 选择 公理 有 一 些 “奇怪 ”的 结论 (如 


分 球 定理 ) .那么 选择 公理 是 不 是 矛盾 呢 ? 哥 德 尔 在 1939 年 证 明 
了 选择 公理 相对 于 ZF 系统 是 协调 的 (无 矛盾 的 ), 即 如 果 ZF 系 
统 协调 ， 则 ZF 加 上 选择 公理 (ZFC) 也 是 协调 的 。 从 而 选择 公理 
是 不 矛盾 的 。 本章 主要 介绍 哥 德 尔 的 工作 . 


4.1 ZF 公理 系统 


在 第 二 章 中 ， 我 们 给 出 了 形式 语言 的 定义 .。 这 里 我 们 首先 给 


出 一 种 特殊 的 形式 语言 ， 即 集合 论 形式 语言 ， 或 称 ZF 语言 .这 
一 形式 语言 中 有 


(1) 变 元 符号 ， ryz, (或 加 下 标 ), 有 可 数 多 个 ; 

(2) 二 目 谓词 符号 ， € (属于 关系 ); 

(3) 等 词 ， =; 

(4) 逻辑 联结 词 。 一 A, V, 一 ; 

(5) 量词 ， 3 V; 

(6) 括号 ，(，) . 

注意 ， 变 元 的 取 值 只 能 是 集合 ， 集 合 与 属于 关系 e 是 两 个 原 


始 概念 。 集合 与 集合 之 问 的 联系 是 由 公理 系统 来 刻 划 的 。 下 面 我 
们 介绍 ZF 公理 系统 . 
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1. 外 延 公理 
Vrvy(Vz2(z EXT OzZEY OI=Y 


这 一 公理 是 说 ， 一 个 集合 是 由 其 中 的 元 素 决定 的 .如 果 两 个 
集合 中 的 元 素 一 样 则 这 两 个 集合 相等 。 
2. 空 集 合 存 在 公理 


3zvy(y ¢ x) 


这 一 公理 是 说 ， 存 在 一 集合 r, 对 于 任意 的 集合 y, y 都 不 属 
Fr, 这 一 集合 就 是 空 集合 。 由 外 延 公理 知 ， 空 集合 是 惟一 的 ， 因 
此 我 们 用 6 表示 空 集合 . 

3. 无 序 对 公理 


VaVysz(Vu(ue z Ou=rVu=y)) 


序 对 公理 是 说 ， 对 任意 两 个 集合 z,y, 都 存在 惟一 的 集合 
oa) 。 由 无 序 对 公理 及 外 延 公理 可 定义 有 序 对 。 对 任意 两 个 集 
合 T, yY, 定义 集合 (x,y) 为 {{r},{x,y}} . 
4. RROA 


VadyVz(z EYy a zC a) 


其 中 z Cr 是 公式 Vu(w € z > u Er) 的 缩写 这 一 公理 
是 说 ， 对 任意 集合 r, 都 存在 一 集合 y, 它 是 r 的 所 有 子 集 组 成 的 
合 ， 称 为 z 的 宪 集 合 ， 记 作 P(z) . 
5. 并 集合 公理 


VadyVz(z € y © uu ETAz €u)) 
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并 集合 公理 是 说 ， 对 任意 集合 r, 存在 一 集合 y, 它 恰好 是 2 
中 的 所 有 元 素 的 元 素 组 成 的 集合 ， 记 为 Us. 

6. 分 离 公理 模式 

对 于 ZF 语言 中 的 任意 公式 @(z), 都 有 


Vy3zVu(u E z Ou € y A BY)) 

Et r Ay © 中 惟一 的 自由 变 元 . 

由 并 集合 公理 和 分 离 公 理 模式 可 知 ， 对 任意 非 空 集合 z, 存 
在 一 集合 y, 它 恰 好 是 z 中 所 有 元 素 的 公共 元 素 组 成 的 集合 ， 记 
HNT. 

7. 替换 公理 模式 

对 ZF 语言 中 的 任意 公式 O(2,y) 都 有 

VaAly®(x, y) 一 VedyV2(z € y © Ju € z(u, z)) 
其 中 ry 为 更 中 的 自由 变 元 . 公式 AlyO(x,y) 是 公式 
Jy(S(z, y) AV2(@(z, z) + z = y)) 


的 缩写 ， 意 指 存在 惟一 的 y 使 得 B(x,y) 成 立 。 而 公式 Ju E 
rO(u,z) 是 公式 Ju(u € x A O(a, z)) HHS. 
8. 无 穷 公理 


3z(0ezAYyeEezUfy er)) 


其 中 Vy € cO(z,y) HAR Vy(y E€ £ > O(2,y)) 的 缩写 
9. 正则 公理 


Va(z #0 > Jy € Yz € y(z ¢ x)) 
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正则 公理 是 说 ， 对 任意 非 空 集 合 r, 存在 一 集合 y, y 属于 
z, Ay 中 的 任意 元 素 都 不 属于 r, 称 这 样 的 y 为 x 的 极 小 元 . 

ERAH 1 一 9 就 是 通常 的 ZF 系统 . 从 ZF 系统 中 去 掉 无 
穷 公 理 (公理 8) 后 得 到 的 系统 记 为 Z . 在 ZF 语言 中 选择 公理 可 
表示 成 如 下 公式 。 

10. 选择 公理 


Va(Vy € z(y # 0) > 3f (Fun(f) A Yy € z(f (y) € y))) 
其 中 Pun(J 表示 f 是 一 函数 ， 它 是 如 下 公式 的 缩写 : 


Va € f(Aysz(r = (y, 2)) 
AVy € dom(f)A!lz((y, z) € f) 
其 中 dom(f) 为 f 的 定义 域 ，y € dom(f) 是 公式 Jz((y,z) € f) 
的 缩写 . 
在 ZF 系统 中 加 上 选择 公理 后 得 到 的 系统 即 是 ZFC 系统 . 
需要 指出 的 是 ， 第 二 章 和 第 三 章 中 的 证 明 都 是 在 ZF 系统 中 
进行 的 ， 也 就 是 说 第 二 章 和 第 三 章 中 的 证 明 都 使 用 了 ZF 系统 中 
的 一 些 公理 。 
一 集合 9 是 传递 的 ， 如 果 


vr(rES ICS). 
一 集合 X 是 序数 ， 如 果 X 传递 且 满 足 
Vr,y E X(T EYVT=YVY EL). 


今后 在 本 章 中 我 们 用 小 写 希腊 字母 a, 6,Y,.… 表示 序数 。 不 难看 
出 ， 对 任意 a, b, 都 有 


aeéBVa=BVBEa, 
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通常 我 们 用 a < 6 代替 aEp. 

不 难看 出 ，1 是 序数 ， 把 它 记 作 0; 集合 {0} 也 是 序数 ， 记 
作 1; 集合 {0, 1} 也 是 序数 , WHE 2; .………: ; 集合 {0,1,---,n-1} 
也 是 序数 ， 记 作 n; ……… 。 由 无 穷 公理 知 ， {0,1,…,n,…} 是 
一 集合 ， 显 然 它 也 是 序数 ， 记 作 w . 一 般 地 ， 对 任意 序数 RA 
a={B|B<a}. 


设 a 为 一 序数 , 则 集合 aU {a} 也 是 一 序数 , 记 作 a 十 1. 
称 a 十 1 为 后 继 序 数 ， 不 是 后 继 序数 的 非 零 序数 称 为 极限 序数 ， 
w 是 最 小 的 极限 序数 . 
我 们 把 所 有 序数 组 成 的 类 记 作 On .对 任意 a € On, 归纳 
定义 Vo WF: 
Vo =0 
Va+1 = P(Va) 
Va = U{V3 | 8 < a}, o 为 极限 序数 ， 
SV =U{Vala E On} ， 由 正则 公理 可 证 ， 任 意 一 集合 都 属于 
V, 即 VV 是 所 有 集合 组 成 的 类 . 对 任意 集合 zx, 令 rank(z) 为 使 得 
© E Vari 的 最 小 序数 a, 称 rank(z) 为 集合 r HK. 


42 哥 德 尔 函 数 与 受 轩 公式 


定义 2.1 KO HA-AK, WR 更 中 的 量词 都 是 以 如 下 形 
式 出 现 
VrEYy, Arey 
则 称 D 为 受 团 公式 。 
定义 2.2 下 列 函 数 称 为 哥 德 尔 函数 : 
F,(z, y) = {x,y}, 
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Fy(z,y) = 2 Xy, 
F3(z,y) = {(u,v) |wexrAv eyAue€ vj, 
F(x,y) =r- y, 
F5(z,y) =a2ny, 
Fe(x = Uz, 


) 
F;(x) = dom(z), 
Fe(x) = {(u, v) | (v,u) € z}, 
F(x) = { (u,v, w) | (u, w, v) € £}, 
Fio = {(u,v,w) | (v,w,u) Ezr}. 
命题 2.3 下 列 公式 都 是 受 团 公式 . 


(I)rey (2)2% Cy (3) r=0 

(4) z 是 无 序 对 (5) Zz 是 单 点 集 “(6) z 是 有 序 对 
(7) c 是 二 元 关系 (8) xz 一 Uy (9) z= UUy 
(10) zE Uy (11) zeUUy (12) z= dom(y) 
(13) z € dom(y) (14) z =ran(y) (15) zx € ran(y) 
(16) x 传递 (17) z 是 序数 (18) z 是 极限 序数 
(19) z 是 后 继 序数 (20) r 是 自然 数 (21) r=7w 

(22) z=zUy 

证 明 : 


( z € y 中 无 量词 ， 故 是 受 圈 公式 . 
(2)¢CyeVzea(zey). 

(3) z =0 © Vy € aly Ay). 

(4) zx 是 无 序 对 © Jy € rẸz € rxVu € xu =y Vu =2). 
(5) z 是 单 点 集 e Jy € rvz € x(z =y). 

(6) z 是 有 序 对 心 

dy Ezdu Ey € yz Er(z = {u,v} V z = {u}). 


(7) z 是 二 元 关系 4 Vy € xz(y 是 有 序 对 ) . 
(8) r = Uy © Yz € ru E y(zeu). 
(9) z = UUy © Vz € rau € yw eu(z € v). 
(10) cE Uy Jue (rz Eu). 
(11) z Ee UUy © que yaveu(r@ev). 
(12) z = dom(y) © 
Vz € rAdu € yv € udw E€ v((z,w) € y). 

(13) z € dom(y) © Ju € yw € uw € v((z,w) E y). 
(14) z = ran(y) © Yz € edu € yaw € v( (w, z) € y). 
(15) z € ran(y) © 3u € yv € u3w € v((w, 2) € y). 
(16) 了 (Ri O Vy € rYz Ey(z € 1). 
(17) z 是 序数 O r 传递 入 Vy € rly 传递 )A 

Vyeavze€alyezVy=z2Vzey). 
(18) z 是 极限 序数 Or RM AVy Crdzea(yez)Ar #0. 
(19) 2 是 后 继 序数 O x 是 序数 Ady € a(x = yU {y}. 
(20) z 是 自然 数 O x 是 后 继 序 数 A 

Vy € aly = 0 V ye REED) . 

(21) 7 三 w 兮 2 是 极限 序数 Ayy ez (y 是 自然 数 ) . 
(22) z 一 ZUV 人 YeczucezVucEi， 
命题 2.4 如 果 AFRA, 


vr € dom(y)®(x), Ar € dom(y)®(z), 
Vz €ran(y)®(x), 3z € ran(y)®(x), 


都 是 受 团 公式 . 
WEBA: 
(1) Yz € dom(y)ð(x) 4 
Vz € yVu € zVz,v € u(z = (x,v) => B(2)) . 
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(2) 37 € dom(y) E(x) e 
3z € yu € zdz,v € u(z = (x, v) A ®(z)) . 
(3) Yx € ran(y)®(z) + 
Vz € yVu € 2Va,v € ulz = (v, 2) => ®(z)) 。 
(4) Ir € ran(y)®(x) e 
Jz € ydu € z3r, v € uz = (v, £} A G(z)) . 口 
命题 2.5 公式 z= Filz, y), i= 1,…,10, 均 是 受 圈 公 式 . 
证 明 : 
z=Fi(z,y) © Yu E€ z(u =z Vu =y). 
z = F(z, y) + Vu € zu € rave € y(u = (v1, 02)) . 
z = F3(z,y) Vue ZV ET EYU= (01, v2) Av Ev). 
z = Fy(z,y) o Vue z(u ErAu gy). 
z = F5(x,y) œ Yu E z(u ETATEY). 
z = F(x) © Yu € zw € r(u € v). 
z = F;(x) 见 命题 2.3(12) 
z= g(x) o Vu E€ zw E ran(x)3w €dom(z)(u=(v, w))A 
Vu € ran(z)Vw € dom(z)({v, w) € z 9 
du € z(u = (w,v))) . 
z = Fo(z) 5 z = Fe(z) 类 似 ， 
z = Fio(z) 与 z= Fe(x) 类 似 . o 
定理 2.6 如 果 (wu1,…,un) 为 一 受 围 公式 ， 则 存在 一 函 
RF, 它 是 哥 德 尔 函数 F i= 1 ,10, 的 复合 ， 且 满足 对 任意 
T1,"… In 都 有 


下 (Z1 Zn) = 
{(t1,+++,Un) | uy E21 Atti NUn E Lp A Bu , Un)}. 


证 明 : 施 归纳 于 受 轩 公式 的 复杂 性. HAR, BS 
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公式 中 不 出 现 全 称 量词 V 和 等 词 = . 
MAE 1: Blu ,tn) 为 原子 公式 ui € u; 。 下面 我 们 证 明 
结论 对 wi E€ uj 成 立 。 
子 情形 la: n = 2 。 这 时 我 们 有 
{ (uy, ua) : u1 E T1 AU € T2 Au, € uz} = F3(2x, £2) 
{{uy, Ue) : uy € T1 Aug E€ To Aug E u1} = Fe(P3(z2, 21)) 
子 情形 Ibi n > 2 且 i,j 关 n。 由 归纳 假设 知 ， 存 在 函数 f, 
它 是 哥 德 尔 函数 的 复合 且 满 足 


{( Wn) :WEZIA: AiEzZn A t € uj} 
= F(x1,°++,2n—1). 


不 难看 出 


{ Un) : Ul E T1 Att A Un E Tn A ui E us} 


= F(21,°++,2n-1) X Tn = Fo(F(21,--+,2n-1),2n). 


子 情形 lc: n > 2 且 ij 关 nn 一 1。 由 子 人 情形 1b 知 存在 F, 
它 是 哥 德 尔 函 数 的 复合 且 满 足 


{Uy Un a Un Un-1) :WEZIA: AU E Tn Ay €E uj} 
= F (£1, +, Tn). 


注意 到 
{(u1, a +, Un—2, Un, Un—1) = ((u1, vee ,Un—2), Un, Un—1) 
RA 


{(u1; -ts Un) 2 U1 E21 A+++ A Un E En AU € uy} 
= (F (z1, Zn))。 
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子 情 形 ld: 由 子 情形 1a 知 
{(un-1, Un) : tn-1 E Tn-1^Un E Lp Aun-1 E Un} = F3(%n-1,2n). 
SFP TE RRP, 它 是 哥 德 尔 函 数 的 复合 且 满 足 


长 (Dan (Uy no2)) © Uy E€ T1 A+++ A Un E En A Un—1 E Un} 


= Fz (£n-1, 8n) X (£1 X +++ X En-2) = F (21, , £n). 
注意 到 


((un—1, Un), (u1, t.t; Un-2)) = 《PT Un; (ul, ne »Un—2)) 


(u1, vt Un) = ((u4 pitta Un—2), Un—1,s Un) 
从 而 有 


{(u1, Un) 2 Up ETA A Un E En A Un € Un} 
= Fio(F(a1,---,2n)). 


子 情形 le: i=n,j=n-1. 与 子 情形 1d KW, 
情形 2: Ë 是 a) (uy, ttg Un) e 设 结论 对 FP] 成 立 ， 则 存在 
Ra G1, 它 是 哥 德 尔 函数 的 复合 旦 满足 


{(u1, Un) © Uy ETIA A Un E Tn A Oy (ty, ,tn )} 
= Gi (£1, t, En). 


从 而 可 以 看 出 ， 存 在 函数 F, 它 是 哥 德 尔 函数 的 复合 且 满 足 


{ ,tn) :21EZITA Aun E Tn A O(uy,+++,un)} 


= (tı Xiii X En) ~ Gi (zitt, En) = F(T1 ,Tn). 
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情形 3: BED, AG), 设 结论 对 B1 和 Oo MMU. 则 存在 
函数 G1 和 Go, 它们 都 是 哥 德 尔 函数 的 复合 且 满足 
{Us Un) : Ul E TILA A Un E En A ilur, Un)} 


= G1(T1,° ;Tn). 


fr) : Uy Ea Are? AUE En A ®o(u1,°++,Un)} 
= Go(r1,°-+,2n). 
从 而 
fa 2 Uy E £1 A+++ A Un E Tn A Bu , Un)} 
= Gi(£1, En) N Go(x1, +++, En) 
= Fs(G1(x1,---,%n), Ga2(Z1 ++, En)). 
情形 4: ® 是 3un+l © mihur, ,Un;Un+1) 。 设 结论 对 
©, 成 立 ， 由 情形 3 知 ， 结论 对 ilur, Un, Uny) A Uny © Ui 
也 成 立 。 从 而 存在 函数 G1, 它 是 哥 德 尔 函 数 的 复合 且 满 足 
{Uy Unt1) © U1 E ap Ares A Unyi E Enpi 
A®1 (u1, ,Un Untl) A Unyi € Ui} = Gi (T1, Enti). 
为 简便 起 见 ， Gu = (ue, Unh T =X X zn 。 不 难看 出 
对 cz 都 有 
(u) © Jue uji(u, v) 
e Jw(v €u Ailu, v) Av € Urz) 
+ u€dom({(u,v) EZxUz : ilu, v)}). 


从 而 可 以 看 出 存在 函数 F, 它 是 哥 德 尔 函 数 的 复合 且 满足 


{( Wn) : UI E TIA A Un E Tn A Bu Un)} 
= (£1 X ++- X £n) N dom(G1 (£1, , £n, Uzi) 
= F(a1,-+-,2n). 口 
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定义 2.7 KW H-RE. 如 果 WW 关于 哥 德 尔 运算 是 封闭 
的 ， 则 称 W 是 哥 德 尔 闭 的 (简称 闭 的 ) . 

对 任 集 合 M, 归纳 于 自然 数 n 定义 Wh 如 下 : 

Wo = M, 

Wn+1 = Wn U {F(z,Y) : ry E Wn,i = 1,...,10}. 
再 令 

W=U{W, : n<w}. 
WW 是 包含 M 的 最 小 的 闭 集 ， 记 为 cl(M), 称 其 为 M 的 哥 德 
尔 闭 包 (简称 闭 包 ) . 


4.3 ZF 的 传递 模型 


设 M A-#®, ERM 上 的 二 元 关系 . 则 (M,E) 为 集合 
论语 言 的 一 个 模型 (把 E 解释 为 <) . 设 为 一 公式 ， 我 们 归纳 
于 更 的 复杂 性 来 定义 M 上 OGRE M HED RHO HM 中 
真 ) 如 下 : 

(1) M Ez €y MERK zEy 

(2) 对 任意 B1 和 Go, 

M 上 7% 当 且 仅 当 M d 

MF 9 A%) HRX M E HME d 

M F %V% 当 且 仅 当 MEO, R# ME O, 

M F @1 > 9 HRY M 上 Oo, 蕴涵 M Ha 

(3) 对 任意 (2), 

M FE YzGi(z) 当 且 仅 当 对 任意 ze M 都 有 M 上 d(x) 

M 上 3z@l(z) 当 且 仅 当 存在 ze M 使 得 ME @i(z) ， 

今后 我 们 把 E 取 为 属于 关系 < 。 我 们 有 如 下 定理 . 
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定理 3.1 ( 同 构 定 理 ) 如 果 M 满足 外 延 公理 , 则 M 与 一 个 
传递 模型 同 构 ， 

证 明 : 略 去 ， 可 参考 文献 [3,27] . o 

定义 3.2 设 下 为 一 公式 . KO 是 绝对 的 ， 如 果 对 任意 传 
BRA M 及 任意 ur, un E M 都 有 


(ur eUn) MAHRAM H E(u, un) (3.1) 


定理 3.3 如 果 O 是 受 团 公式 ， 则 更 是 绝对 的 ， 

证 明 : 归纳 于 更 的 复杂 性 证 明 。 为 方便 起 见 ， 不 妨 设 更 中 
不 出 现 全 称 量 词 。 当 更 是 原子 公式 时 ， 显 然 (3.1) 式 成 立 ， 如 果 
(3.1) RIT 更] 和 So 成 立 ， 则 容易 证 明 (3.1) 式 对 AG), 6, Ao, 
Pi V bo, Di 一 O) 也 都 成 立 ， 

设 更 为 3u € cV(u,z,---) 且 设 (3.1) 式 对 V 成 立 . 下 证 
(3.1) 式 对 更 也 成 立 ， 

如 果 M H &, 则 M H ulu E zAV), B, 


JueMuerAMeEW) 


根据 归纳 假设 知 ， Jue cl 成 立 ( 即 下 Rw). 
有 反之, RERE, Bl Jue cv Mr, MME ue x 使 
得 
更 (wz 
RL. 由 于 ze M AM 传递 , 故 we M 。 再 由 归纳 假设 知 有 
Ju(ue MAuEtTAME YW) 


FÆ M 上 Jue rcv(u,z,---), PMES. 口 
定义 3.4 设 M 为 一 类 ,如 果 对 每 一 集合 x CM 都 存在 基 
合 y E M 使 得 2 C y, MM 是 几乎 全 的 . 
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定理 3.5 (u e,un) 为 一 公式 , AREA k Maia. 
把 O 中 的 量词 37, Ve 分 别 换 为 3r E yi, Ve € yi (i= 1,---,k) 
后 得 到 的 受 圈 公式 记 为 (wl,… ,tn,Y1,… ,Yk) 。 再 设 M AIL 
FERK. 则 对 每 一 ZE M, WEE 轨 ,… ue E M 使 得 对 任意 
ud Un EX 都 有 

M FE ®(ui,+++, tn) 当 且 仅 当 (ur, Un, Ye Yk). 

证 明 : 施 归纳 于 更 的 复杂 性 来 证 明 。 不 妨 设 更 不 出 现 全 称 
Hil, 如果 更 是 受 轿 公式 ， 则 更 = Oo . 这 时 显然 结论 成 立 ， 如 
果 结 论 对 更; 和 Oy 成 立 ， 则 易 证 结论 对 —O,, B1 A Oy, $1 V Oy 
UR © > B2 也 都 成 立 . HOW AW 上 且 设 结论 对 更 成 立 . 设 
yV 有 上 个 量词 ， 则 


pP = Jz € Yer! (ur, +> sUn, Z Yl ,Yk). 


woe M . MERTER vue E M 使 得 对 任意 
wl,"…,Un Cx 都 有 
M 上 3z (ui, un, z) 当 且 仅 当 
Sz € ypar Y (urs, 2) 
利用 替换 公理 ， 知 存在 一 集合 NN 使 得 z CNCM 且 对 任意 
U1, -Un EZX 都 有 
3zEM(OM 上 亚 (u ,Wn,z)) 当 且 仅 当 
Jz € N(M = 亚 (ua un, 2)), 


因为 M 是 几乎 全 的 ， 故 存在 ye M 使 得 N C y 。 从 而 对 任意 
U1,"… ,Un E T RA 


Jz € M(M F F(u,- un, HERA 
3z € y(M F F(u, sUn, 2)). 


(3.2) 


(3.3) 
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根据 归纳 假设 , 知 存 在 yoe yk E M 使 得 对 任意 u,e, un. Z € 
y 都 有 


M f= E(u Un, Z)4 HAU (ur Un Yi Yk) 
S Yr =y. AA rC y, BOER u, un EX 有 


M 上 jz Un, 2) 

当 且 仅 当 3z E M(M E (ur, ,tn, 2)) 

“HRI E y(M H U(u,---, tn, 2)) 

4 HARMA E ykp V (un. Un 2, Yas Yk) o 


定理 3.6 如 果 M 是 闭 的 传递 类 ， 则 对 任意 受 团 公式 O(u) 
都 有 
M H} YrIyYuļu € y ueErAB(u)). 


证 明 : 设 @ 为 一 受 轩 公式. 对 任意 7 € M,SY={ue 
2 : B(u)} . 根据 定理 3.3, 知 P 是 绝对 的 ， 故 只 需 证 了 EM ， 
由 定理 3.5 知 存在 一 函数 F, 它 是 可 德尔 函数 的 复合 有 旦 满足 


F(z)= {u : uez?) 


由 于 M 关于 哥 德 尔 运算 封闭 ， 故 F(z)jeE M, 即 YEM。. oO 

定义 3.7 it MAK. WER ZF 系统 中 的 任意 公理 都 在 
M 中 真 ， 则 称 M 是 ZF 系统 的 (类 ) 模型 ， 

定理 3.8 如 果 M 是 闭 的 ， 几 乎 全 的 传递 类 ， 则 M 是 ZF 
系统 的 一 个 模型 

证 明 : 1. 外 延 公理 ”传递 类 都 满足 外 延 公理 . 

2. 无 序 对 公理 AP z= {r y) 是 绝对 公式 ， 而 M 又 对 无 
序 运算 封闭 ， 故 M 也 满足 无 序 对 公理 . 
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3. 分 离 公 理 模式 IER O A-AA, reM. 我 们 将 证 明 

集合 
YY={ez:MFES} 
属于 M . 由 定理 3.5 知 ， 存 在 yeye (EO PA k PA) 
使 得 
Y = {u€r : P'(u, yi, Yk))}, 

其 中 P 为 受 团 公 式 . 由 定理 3.6 MY REM. 

4. 并 集 定理 因为 y = Uz 是 受 轿 公 式 . HA M 对 并 运算 
封闭 ， 故 M 满足 并 集 公理 . 

5. FARAH RIZE 


M H Vriyvu(uC z eu Ey), 
由 于 MM 满足 分 离 公理 ， 故 只 需 证 
M F Yr3yu(u cr 2 uey), (3.4) 
X “uC 2” 为 一 绝对 公式 ， 故 (3.4) 式 等 价 于 
Vz € M3y € M((P(z)M) C y) (3.5) 


由 于 M 是 几乎 全 的 ， 故 (3.5) 式 成 立 . 

6. 无 穷 公理 要 证 we M, 先 归纳 证 明 wC M ,因为 M 是 
传递 类 , HOEM. 设 me M An HAR. HF c=yuly} 
是 受 圈 公式 且 M 是 哥 德 尔 闭 的 , 根据 定理 3.5 Mn+ EM. M 
而 wC M .由 于 MM 是 几乎 全 的 , 故 存在 Xe MM 使 得 w CX. 
由 分 离 公 理 知 


w={n:néeX Hn BARE EM, 
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7. 替换 公理 模式 EBr y) H-AH, XEM, HK 
M Yz € XIlyð(z, y). 


BIE {ye M : M H Ire XO(z,y} EM. HT M 是 几乎 全 
的 ， 故 存在 Z € M 使 得 


{yeEM : ME Are XG(z,y)} CZ, 
由 于 M 满足 分 离 公理 ， 故 有 


{EM : ME are XB(r,y)} = 
{EM : MEFyeEZAIrE XO(z,y)} EM. 


8. 正则 公理 ”要 证 对 任意 Se M, 都 有 
MF ar € S(SN2=9). 
由 于 正则 公理 在 Y 中 成 立 ， 故 有 
VE are S(Sn2z=9), 
而 Are S(SNz = 六 是 一 个 受 轿 公式 ， 由 定理 33 知 有 


Mk dre S(SN2z = 0. 口 


4.4 可 构成 集 类 
定义 4.1 对 任意 集合 X, S 
def(X) = cl(X U {X} Nn P(X), 
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其 中 cl(X U{X}) 表示 X U{X} 的 哥 德 尔 闭 包 . 
定义 4.2 设 关 为 一 集合 ,YY CX MRAAR O(a, 21,---, tn) 
及 a1,"… an E X 使 得 


Y ={reX : (2, a1,°++,4n)}, 


则 称 是 X 的 可 定义 子 集 . 
命题 4.3 ”对 任意 传递 集合 X, def(X) 恰好 是 X 的 所 有 可 
定义 子 集合 组 成 的 集合 。 
WEAR: 略 去 . o 
定义 4.4 今 定义 可 构成 分 层 如 下 : 


Lo =f, 

Lo = U{Ls : B < ajo 为 极限 序数 ， 
La+ı = def(La), 

L=U{La : a€ On}, 


我 们 称 L 中 的 集合 为 可 构成 集合 。 

命题 4.5 二 是 传递 的 . 

证 明 : 归纳 于 a 容易 证 明 每 个 Za 都 是 传递 的 ， 故 工 也 是 
传递 的 ， 

命题 4.6 Oncl, 

证 明 : 下 面 归 纳 于 a 证 明 对 每 个 序数 a 都 有 LanOn = a. 

显然 Lon On=0. 

设 LaNOn =a. WF “u 是 一 个 序数 ”可 表示 成 受 团 公 
式 ， 故 存在 一 函数 F, 它 是 哥 德 尔 函数 的 复合 且 满 足 


(7X) = {u Ex : Uu 是 一 个 序数 }. 


114 


从 而 有 
F(La) = {u € La : tu 是 一 个 序数 } = E Lost. 


故 有 Zaimnon 一 aw 二 1。 
Ha 是 一 极限 序数 , 旦 设 对 任意 D < a 都 有 , LgNOn=6, 
则 
LaNOn = (UL : B<a})NOn 
= U{Lg N On : B<a} 
U{B : B<a}=a, 


命题 4.7 工 是 几乎 全 的 . 

证 明 : 设 YC 工 为 一 集合 ， 则 对 任意 y CY, WH a 使 得 
y € La, 取 ay 为 最 小 的 这 样 的 序数 . 令 a= Ulo : yeY}. 
BRY C La ,而 La € L, 故 命题 得 证 . o 

命题 4.8 是 哥 德 尔 闭 的 . 

证 明 : 不 难 验证 , WHER 2 BIER x,y € Lg BH File, y) € 
Leyi (i = 1,2,…,10) 。 故 对 任意 极限 序数 a, La 是 哥 德 尔 闭 


的 。 从 而 工 也 是 哥 德 尔 闭 的 . 口 
定理 4.9 二 是 ZF 的 传递 模型 . 
证 明 : 由 命题 4.5 一 4.8 及 定理 3.8 即 得 . 口 


4.5 可 构成 公理 


可 构成 公理 (7 = L): Vz(z E L). 

直观 地 说 ， 可 构成 公理 的 意思 是 ， 每 一 集合 都 是 可 构成 集 ，. 
定理 5.1 

(1) 如 果 M 是 ZF 的 传递 模型 且 On C M, 则 LCM. 
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(2) L 满足 可 构成 公理 ， 即 二 片 耻 = 工 ， 
为 证 明定 理 5.1, 我 们 先 考察 关于 ZF 的 传递 模型 绝对 的 函 
数 . 设 bly) 为 一 公式 ， 则 我 们 可 以 定义 一 函数 F 如 下 : 


F(z) ={u : ®(z,u)} (5.1) 
设 M 为 一 传递 类 ， 则 F(z) 在 M 上 的 限制 ，FM(z) 定义 为 
FM(z)={ueM : ME O(z,u)} (5.2) 


注意 ， 对 于 x EM, FM (2) 未 必 属 于 M( 即 使 O(c, u) HEHE 
A). MER BRM Pir) 定义 为 ， P(x)= {wu : uCz}. 而 

PM(z) = {ueM: MFuCr}={ueM : ucr} 
P(x) NM, 


KRE, MEMLAAK @(z,u) 都 有 


FM(z) = {ueM : M E O(2,u)} 


(5.3) 
= {ueM: O(2,u)} = F(z) AM 


定义 5.2 WP Æh (zu) 按 (5.1) 式 定义 的 函数 ， 且 
设 M 为 一 传递 模型 。 称 函数 玉 关于 M 是 绝对 的 ， 如 果 对 任意 
z E M XA F(x) = FM(z) , 

命题 5.3 RF MME 52, FFM 是 绝对 的 当 且 
124 

(1) 对 任意 ze M 都 有 F(z) CM, 

(2) 更 关于 M 是 绝对 的 ， 即 对 任意 cue M, 有 


O(z,u)4 ARAM H P(r, u). 
证 明 : 显然. D 
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命题 5.4 2PM 如 定义 5.2, FF 关于 M 是 绝对 的 当 且 仅 


(1) 对 任意 ze M, 都 有 FM(z) CM, H 

(2) y = F(x) 是 关于 M 绝对 的 公式 . 

证 明 : 显然 . o 

值得 注意 的 是 , 即使 F EF M 是 绝对 的 , 也 未 必 有 Fl) = 
FAM(z) EM. 如 果 对 任意 ze M 都 有 FM(z) € M, Wi F E 
M 中 有 定义 . 

引 理 5.5 (1) 假设 函数 F XF M 是 绝对 的 且 在 M 中 有 
定义 ， 且 假设 O(c) 是 绝对 公式 ， 则 OF (x)) 也 是 绝对 的 (关于 
M). 

(2) 假设 函数 F 关于 M 是 绝对 的 且 在 M 中 有 定义 ， 且 假 
设 G 也 是 关于 M 绝对 的 函数 ， 则 G.F 也 是 绝对 的 . 

证 明 : (1) (Ere M, AF FAF M 是 绝对 的 且 在 M 
中 有 定义 ， 故 F(x) = FM(z) 。 再 由 O(c) 的 绝对 性 知 


M 上 ES(PF(z)) 当 是 仅 当 更 (已 (z)). 


(2) 由 命题 5.4 知 z = Gly) 为 绝对 公式 . 再 由 (1) Mz = 
G(F(z)) 也 是 绝对 的 。 由 于 F(x) = FM(z) ce M H G 是 绝对 
HW, 故 G- F(x) = G(F(z)) CM. AMARE 5.4 4 G- FẸ 
绝对 的 。 口 

注意 , 上 面 我 们 考察 的 是 一 元 函数 . 实际 上 , 上 面 的 讨论 对 于 
如 下 定义 的 多 元 函数 F(x1,---, zn) 也 是 适用 的 . 设 O(21,---, En U) 
为 一 公式 ， 则 定义 


下 (Z1 pn) = {u : (21, £n u)}. 


引 理 5.6 设 M 是 哥 德 尔 闭 的 传递 类 ， 且 函数 F 是 哥 德 尔 
函数 的 复合 。 则 FSF M 是 绝对 的 . 
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证 明 ， 显然 对 任意 z,y € M, Fi(z,y) EM. MF M 是 传 
递 的 ， 故 Fj(z,y) C M ,根据 命题 2.5 及 命题 5.4 WE FB 
关于 M 是 绝对 的 。 在 由 引 理 5.5(2) 知 了 也 是 绝对 的 . o 

引 理 5.7 设 几 是 ZF 的 传递 模型 ,G 是 VV 上 的 一 个 函数 ， 

G 关于 M 是 绝对 的 且 dom(G™) = M . 则 函数 F(a) = G(Fla) ， 
也 关于 M 是 绝对 的 , H dom(F’) = MN On. | 
证 明 : 设 O(f,a) 如 下 公式 : | 


(J 为 一 函数 ) A (dom(f) = a) 
NB € alf (B) = G(F1B)) 


则 函数 F 可 定义 如 下 | 
y= F(a) 当 且 仅 当 (a 为 序数 ) ASS(G(F,atDAy=fla)). | 


不 难看 出 ， 函 数 H(p) = f 关于 M 是 绝对 的 . 由 于 MM 是 | 
ZF 的 传递 模型 ， 故 H 在 M 中 有 定义 . 因 G 关于 M 绝对 ， 故 
由 引 理 5.5 $1, G(H(f,a)) 也 关于 M RANAR, 

下 面 我 们 证 明 对 任意 o € M WA F(a) = FM (a). ZF 
系统 中 可 以 证 明 ， 对 任意 序数 o, 部 存在 a 上 的 函数 f 使 得 对 任 | 
BB <a ® f(8)=G(f|6). ii M ZF 系统 的 传递 模型 ， 故 | 
bi | 


(5.4) 


MF 3f ®(f,a+ 1). 


取 这 样 的 函数 f EM, ky = f(a), Wy = Fo .又 六 EM 
故 f(a) EM .从 而 


MF Af(®(f,a+ 1) Ay = f(a). 


hy = PM(a), PE F(a) = F(a). OP XR M 是 绝对 
的 ， © ps 
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引 理 5.8 (1) 函数 a m La 关于 ZF 系统 的 传递 模型 是 绝 
对 的 . 
(2) 如 果 M 是 ZF 系统 的 传递 模型 且 On C M, MAR 
2Z EL 关于 M 是 绝对 的 ， 即 二 = LM . 
证 明 : (1) 设 M 为 ZF 系统 的 一 个 传递 模型 .函数 w Ly 
可 归纳 定义 为 
Io =b, 
Za+l = def(La), 
La = U{Ls : B< aj,a 是 极限 序数 ， 


其 中 def(X) 按 如 下 式 子 定义 
u € def( X) e uecdl(XU{X})AuC xX, (5.5) 


并 且 
cY) = Jran(W), (5.6) 
其 中 W 是 如 下 定义 的 函数 
W(0) = Y, 
W(n+1)=W(n)U{Fi(a.y) : zy © W(n),1 <i < 10}, 
(5.7) 


WAR Z = {Filz y): 2. ye Y,1<i< 10} 可 写成 如 下 公式 : 
Vz € ZH7,Y € Y(z = F(z, y) Vee Vz= Fio(z,y)) 
Va,y € Yaa,---, 210 € Z(Ay<icio (4 = Filz, y))) 

AF z= File, y) 为 受 园 公式 , 故 (5.8) 式 也 是 受 周 公式 ， 从 而 是 

绝对 的 . 根据 引 理 5.6 知 ， 由 (5.7) 式 定义 的 函数 W 是 绝对 的 ， 

因而 由 (5.6) 式 知 对 任意 YE M 都 有 


cl“ (Y) = cl(Y). 


(5.8) 
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进而 可 以 看 出 ， wu € def(X) 为 绝对 公式 .又 对 任意 X € M, 
def(X) C M, 故 函数 def(X) 关于 M EAH, BIHER X € M 
有 

def’ (X) = def(X). (5.9) 


(2) 因为 M 是 ZF 系统 的 传递 模型 且 On C M, ar LY 
在 M 中 有 定义 ,根据 绝对 性 知 ， 对 任意 +E M 有 


reLodareLo) e Jale € L) ore LY, 


AmI =L, a 

定理 5.1 的 证 明 : 

(1) it M 是 ZF 系统 的 传递 模型 且 On CM. 由 5.8(2) 知 
LM=L 故 LCM. 

(2) 由 于 二 是 ZF 系统 的 传递 模型 且 On C L, 故 由 引 理 
5.8(2) ML’ = L, 即 对 任意 zx 有 


x E 也 当 且 仅 当 万 睛 ZE 工 . 


BLEV=L, 
46 选择 公理 的 相对 协调 性 


本 节 我 们 将 证 明 ， 可 构成 集 类 L 满足 选择 公理 ,从 而 也 就 证 
明了 AC 相对 于 ZF 系统 的 协调 性 。 

定理 6.1 假设 V = 工 ， 则 存在 L 上 的 一 个 可 定义 良 序 . 
从 而 选择 公理 成 立 . 

证 明 : 我 们 将 定义 可 构成 集 类 工 上 的 一 个 良 序 <z .为 此 对 
每 一 序数 我 们 归纳 定义 La LNB <a 使 得 对 任意 8,a, 若 
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Bea, 则 <a 是 <p 的 end- 扩充 ， 即 


(1) MR r <a y, Wr <a y; (6.1) 
(2) 如 果 zx € Lg H yE La — Lo, 则 7<a yy。 


首先 ， 设 a 为 极限 序数 且 设 对 任意 B <a, <6 都 已 定义 ， 
且 设 对 任意 Bi < Bo <a, <p 是 <6 的 end- 扩充 这 时 令 


<o= {<a: B< a}. (6.2) 
即 ， 如 果 x,y E Lo; 则 
T <a Y 当 且 仅 当 36 < a(x <p y) (6.3) 


其 次 ， 设 Za 上 的 良 序 已 经 定义 ， 下 面 构造 Lar 上 的 良 序 
<ay1 。 先 回顾 一 下 Lari 的 定义 ， 


Latri= cl(LaU{La))NP(L = (( {we : n€wh) N P(La), 
其 中 


WE = La U {La}, 
Wri = {R(x,y) : z,y E WS,1 <i < 10}, 


下 面 我 们 归纳 定义 WR 上 的 良 序 <2: 
(i) <01= =<q U{ (z, La) : z € La}, 
(ii) < 对 1 定义 为 ， z < 对 ] y 当 且 仅 当 
(£ <Q41 Y) V (£ E WẸ Ay g We) 
Vit,y EWA (满足 Juv € We(z = F;(u,v)) 的 最 小 的 i 小 
于 满足 4s,t € Waly = Fj(s, t)) 的 最 小 的 7)) 
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V(z,y WEA DEY i = 最 小 的 j) A (满足 w e Wele = 
Fi(u,v)) 的 <o 最 小 的 4 <Q 满足 St Ee Wey = Fi(s,t)) 
的 <o- 最 小 的 s)) 

V(z,y g WEA i = 最 小 的 7 A (aeDA u = 最 小 的 s)A 
(满足 z = Fi(u,v) 的 <241- 最 小 的 v <2 HE y = Fifu, t) 
的 <2- 最 小 的 t)) 


令 
<a+i= (U< : n€ wh) (P(La) x P(La)). 


显然 <a+1 是 <q 的 end- 扩充 ， 且 <o BEF. 
现 定义 <p 如 下 : 


z <L yy 当 且 仅 当 ja(z <a y). 


显然 <z Æ L EWR. 
事实 上 广义 连续 假设 在 DL 中 也 成 立 , 其 证 明 需 要 下 面 引 理 . 
引 理 6.2 iV =L. WRX C wo, 则 存在 7 < wapi 使 


4 X € L}. 
证 明 : 限于 篇 幅 ， 略 去 . o 
引 理 6.3 假设 了 = L, WHER y> w RE |L = |]. 
证 明 : 利用 超 穷 归纳 法 不 难 证 明 . o 


定理 6.4 Rik V = L, R] GCH Y. 

WEAR: 由 引 理 6.2 知 ， 对 任意 o, P(wa) C Loap 再 由 引 
理 6.3 知 |Pussi| = wati. 故 |P(wa)| < wots. 从 而 |P(wa)| = 
wa+1。 口 

需要 指出 的 是 , 还 有 许多 命题 在 L 中 也 成 立 ， 其 证 明 几 乎 都 
是 使 用 了 DL 上 的 良 序 <1, 因而 使 用 了 AC. 所 以 选择 公理 对 于 
的 研究 起 着 非常 重要 的 作用 . 
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4.7 相对 可 构成 集合 
定义 7.1 设 4 为 一 集合 ， 闫 为 一 传递 集合 . + 
def4(X) = cl(X U{X} U{AN X})N P(X), 
不 难 验证 def4(X) 也 是 传递 的 且 
X € def4(X) C P(X), def4(X) = defanx(X). 
定义 7.2 对 任意 序数 a, 归纳 定义 La[4] 如 下 : 


Zo[4 = 6, 
Lat+1[A] = defa (LalA]), 
Lal A] = U{LEg[A] : 8 < aQ}, a 为 极限 序数 


再 令 
L[A] = (J{Za[A] : a@ € On}, 


我 们 称 L[4] 中 的 集合 为 相对 于 4 的 可 构成 集 . 

引 理 7.3 $ A = AN LJA] W LA] = LA], 从 而 A € 
工 [4]. 

VERA: 我 们 归纳 于 a 证 明 对 每 一 序数 a 都 有 L(A] = 
Za[4. 当 a 为 极限 序数 且 对 任意 6 < a 都 有 Le[A] = Leld] 
时 , 显然 有 La{A] = LalAl]. 因此 设 LalA] 一 Za[4j， 下 证 Lo+1[A] = 
Lari[Al]. 

我 们 把 Lo[4] WA U, 则 


ANU =ANUNL[A] = ANU, 
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由 定义 知 


Ta+ld] = def4 (U) = defanr(D) = de 人 nrr(DD) 
= defx(U) = Lai [A]. 


AWA L[A] = LA]. 进而 ， 由 于 4 是 集合 ， 必 有 一 序数 a 使 得 
AN LIA] = AN LalA]. 


Fæ A € LanilA] C LIA]. o 
引 理 7.4 WR M 是 ZF 系统 的 传递 模型 和 ACM, NR 
Bar La[4] 关于 M 是 绝对 的 。 
证 明 : 与 引 理 5.8 类 似 . 口 
定理 7.5 LIA] 是 ZFC 传递 模型. 
证 明 : 不 难 证 明 L[4] 是 ZF 系统 的 传递 模型 .由 引 理 7.3 一 7.4 


知 ， 

LIA] EV = LA. 
由 此 ， 仿 照 定理 6.1 的 证 明 方法 ， 不 难 定义 LIA] 上 的 一 良 序 关 
系 。 从 而 工 [4] 满足 选择 公理 ， 口 


下 面 我 们 在 给 出 相对 可 构 集 类 的 几 个 性 质 . 

引 理 7.6 对 任意 o < w, WEE AC w 使 得 a € LA 
中 也 可 数 ， 

证 明 : 设 WW Cw xw 为 一 良 序 ， 且 设 其 序 型 为 w. 设 工 为 
w xw 到 w 上 的 配对 函数 T EL). $ 4 =T(W), 则 LA] = 


LIW]. 从 而 a 在 LA] 中 可 数 。 口 
引 理 7.7 如 果 wi EL 中 不 是 极限 基数 ， 则 存在 A Cw 
得 w = wt [A] 


证 明 : 设 a < wi 在 工 中 的 后 继 基数 是 w. 由 引 理 7.6, 取 
A Cw 使 得 a E LIA] 中 可 数 ， 从 而 有 w = whl, o 
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定理 7.8 假设 AC ， 则 存在 A C wi 使 得 wi = wf 
证 明 : 对 每 一 a < w, 选取 一 个 Aa Cw 使 得 a 在 LlAal 
中 可 数 . 令 
A={la,é) : €€ Ag}. 


显然 对 任意 a 都 有 Aa = {E : (a,€) E€ 4}， 从 而 对 任意 a < w, 
a 在 LIA] 中 可 数 . 于 是 有 wi = ut 四 Ge. 4 可 配对 成 为 w 
的 子 集 ) . 口 


4.8 序数 可 定义 集合 


定义 8.1 对 任意 序数 a, > 


OD, = cl({Vg : B < a}), (8.1) 
OD = | {OD : ae On}. (8.2) 
称 OD 中 的 集合 为 序数 可 定义 集合 . 


引 理 8.2 对 任意 z, r COD 当 且 仅 当 存在 一 公式 O 及 序 
数 al, …，,an 使 得 


x= {u : @(ual……,an)}。 


证 明 : 见 [21,133 页 ] . o 

定理 8.3 存在 OD 上 的 良 序 . 

证 明 : 我 们 先 证 明 对 任意 a, 存在 OD, 上 的 良 序 <a 注意 
到 


ODg = cl({Vg : B<a}) = Uws : nEw}, (8.3) 
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其 中 


WE = {Vz : B<a}, 
Wri = {F; (z, y) : z,y € We,1 <i < 10}. 


下 面 我 们 归纳 构造 W? 上 的 良 序 <Q: 
(1) <3: Va, <2 Ve. 当 且 仅 当 Bi < Bo. 
(2) <2&+1 y <PH y 当 且 仅 当 
(x,y E Wo AT <? y) 
Vice WF Ay g We) 
V(r, y E WRA (满足 Ju, v € 到 8(z = Filu, v)) 的 最 小 的 i 小 
于 满足 3s,t € Wp (y = F(s, t)) 的 最 小 的 站) 
V(z,y € WIARA i = 最 小 的 让 人 (满足 Fu e We(zx = 
Fi(u,v)) 的 <a- 最 小 的 4 <Q 满足 H © Wey = Fils, t)) 
的 <a- 最 小 的 s)) 
V(z,y YWAOA( 最 小 的 i = 最 小 的 7 A (最 小 的 4 = 最 小 的 s)A 
(满足 z = Filu, v) 的 <y 最 小 的 v <& 满足 y= Filu, t) 
的 <a- 最 小 的 力 ) 
令 <a= U{<2: new}. 显然 <a 为 OD。 上 的 良 序 ， 再 
& <op= U{<a : a € On}, M <op 为 OD LHR. 口 
定义 8.4 Br A-RA, W TC({x}) 为 包含 z 的 最 小 的 
传递 集合 ， 即 有 


ZSTCz)A(TC(zZh) 传 递 )A 
vy(ZSYAY 传 递 僵 TOUHzh) C y) 


定义 8.5 令 
HOD = {z : TC({x}) C OD}. 
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我 们 称 HOD 中 的 集合 为 遗传 序数 可 定义 集合 . 

命题 8.6 HOD 是 传递 类 . 

证 明 : 设 z € HOD, TC({z})SOD. Mi £ C TC({z}) C 
OD. 又 对 任意 ye x, TC({y}) C TC({x}) C OD, 故 y EOD. 
从 而 z CHOD, o 

命题 8.7 On CHOD, 

证 明 : “zx 是 序数 ”是 一 个 受 轿 公式 ， 故 由 定理 2.6 知 存在 
函数 F, 它 是 哥 德 尔 函数 的 复合 且 满 足 


F(X) = {zx €E 对 : ch FR). 
从 而 ， 对 任意 w 有 
F(Va) = {£ E Va : TÆFO = Q. 


于 是 a EOD, 从 而 On COD, 又 每 个 a 都 传递 , 故 On CHOD, O 
命题 8.8 HOD 是 哥 德 尔 闭 的 . 
证 明 : 由 定义 知 OD 是 哥 德 尔 闭 的 ， 对 任意 z,y EHOD 都 
有 
TC({x}) UTC({y}) € OD, 


又 


TC({F(z,%))) = TO({{x, y}}) = TC({z}) U TC({y}). 


故 Fi (z,y) CHOD, 
对 于 其 他 的 Filey), 也 不 难 验证 ， 对 任意 z,y CHOD 都 
有 TC({Fi(z,y)}) © OD。 故 对 任意 i = 1,---,10 以 及 任意 
x,y EHOD, 都 有 Fi(zx,y) EHOD, 口 
命题 8.9 HOD 是 几乎 全 的 ， 
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证 明 : 设 集合 y CHOD， 则 必 有 一 序数 a 使 得 y C Va. 从 
而 y C VNHOD,. FHE Van HOD e HOD. 显然 Va 站 HOD 
是 传递 的 ， 故 只 和 需 证 明 VW 站 HOD € OD 即 可 ,由 于 Van HOD 
等 于 如 下 集合 


{u : wEVAAV2 E€ TC({u})AB(z Ecl({V, : y< B}))}, 


故 由 引 理 8.2 知 ， Va nHOD € OD, 口 
定理 8.10 HOD Æ ZF 系统 的 传递 模型 且 On C HOD, 
证 明 : 由 命题 8.6 一 8.9 直接 得 到 。 - 口 


定理 8.11 HODE AC, 

证 明 : 由 定理 8.3 知 , 我 们 可 以 定义 OD 上 的 一 个 良 序 , 从 而 
我 们 可 以 定义 OD 到 On 上 的 一 一 对 应 g. 要 证 明 HODE AC, 
只 需 证 对 任意 序数 a, 存在 gE HOD 使 得 g 是 VNHOD 到 a 
内 的 单 射 . S g= G|(Va nHOD), N g 是 Va nN HOD F) a 内 的 
单 射 . 由 于 g C HOD, 故 只 需 证 明 ge OD 即 可 .因为 


g = {x |3, v(8 <a Av E Va Az = (v, BA 
Vz € TC({v})5d(z € cl({V, : y < HAG) = 8), 


故 由 引 理 8.2 知 ， g EOD, 口 
由 引 理 6.1(1) M, DL 是 满足 On C 荆 的 ZF 系统 的 最 小 的 
传递 模型 ， 故 LC HOD. 然而 HOD 不 像 工 那样 有 很 好 的 绝对 
性 . 即 , 4 M,N 为 ZF 系统 的 两 个 传递 模型 且 On C M,N, 那 
4, HOD! 未 必 等 于 HOD, 特别 地 ， HODHOD 未 必 等 于 
HOD, 
我 们 还 可 以 定义 相对 于 某 一 集合 4 的 序数 可 定义 集合 ; 


OD[A] = | {el({Ve : B<a}U{A}) : ae On}. 
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我 们 称 OD[4] 中 的 元 素 为 相对 于 4 的 序数 可 定义 集合 ， 类似 于 
定理 8.3 我 们 也 可 定义 OD[4] 上 的 一 个 良 序 . $ 


HOD[A] = {z : TC({x}) C OD[A}}. 


我 们 称 HOD[A] 中 的 元 素 为 相对 于 4 的 遗传 序数 可 定义 集合 . 
同样 可 证 明 HOD[A] 也 是 ZFC 的 传递 模型 . 


4.9 ”wi- 可 构成 集 类 与 选择 公理 


w- 可 构成 集 是 可 构成 集 的 推广 , 是 由 C.C.Chang 引进 的 。 
为 定义 w- 可 构成 集 ， 我 们 首先 介绍 无 穷 长 语言 。 

Bk, 和 为 两 个 基数 , 无 穷 长 语言 Loa 是 由 如 下 符号 组 成 的 : 

谓词 符号 ， €, =, 

变 元 符号 : ug, E < Ai 

联结 词 : 一 ， Veca Neca @< K 

量词 : deca, Vecas QA <A, 

Lea 的 原子 公式 是 形 如 ve € vn, ve = vy 的 公式 。 如 果 
Be, 6 <a <k, Ly HAR, 则 Acade (表示 诸 Be 的 合 
取 ) 和 Veca Be (表示 诸 Be 的 析 取 ) 也 都 是 La MAR. mR 
D(v9, 05) 为 La WAR, WW AccaveP M Vecave® 
也 是 La 的 公式 (a <A), 

RM 为 一 集合 ， 更 为 Cu 的 公式 . 类 似 于 有 穷 长 语言 ， 我 
们 可 以 归纳 于 更 的 结构 复杂 性 定义 满足 关系 M 上 © (具体 定义 
略 去 ) . 

BA, Ci, 就 是 ZF 语言 . 本 节 主 要 使 用 可 数 长 语言 Cu . 

定义 9.1 设 4 为 一 集合 ，X CA, RX HAH w- 
可 定义 子 集 ， 如 果 存 在 Ciw, 的 公式 更 (z;zoyz1) ,zn,…) 及 
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Q0;,Q1,* c A 使 得 
X={rEA: AF EB(r,a0,a1,.…)}. 


S defi(4) 为 4 的 所 有 wi- 可 定义 子 集 组 成 的 集合 . 
定义 9.2 ”归纳 于 序数 a 定义 Ca 如 下 : 


Co = 9, 
Co41 = defi (Ca), 
Ca =U{Cg : B<a}, a 是 极限 序数 
令 
C=(J{Ca : a€ On}. 
我 们 称 C 中 的 元 素 为 w- 可 构成 集合 , 称 C 为 w1- 可 构成 集 类 . 


命题 9.3 C 是 一 个 传递 类 . 
证 明 : 利用 超 无 穷 归 纳 法 , 不 难 证 明 , 每 个 Ca 都 是 传递 的 


从 而 C 也 是 传递 的 . o 
命题 9.4 C 关于 可 数 序列 封闭 , 即 C 的 每 一 可 数 子 集 仍 属 
FC. 


证 明 , X= {ze EC : E<a}, Rha HAREM. W 
必 有 序数 6 使 得 X C Cs。 从 而 有 


X={zece:coFVz=zlescCoHcC. 口 
t<a 


命题 9.5 Onc. 

证 明 : 显然 口 

命题 9.6 C 是 哥 德 尔 闭 的 . 

证 明 : 设 x,y E€ C, 则 必 有 序数 a 使 得 x,y E€ Ca. HF H 
哥 德 尔 函数 (或 哥 德 尔 函 数 的 复合 ) ， 则 必 有 一 受 圈 公式 (有 穷 长 ) 
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(uj, u2) 使 得 
F(z,y) = {(u1,u2) :WEZAU E€ yA G(uy, us) f. 
由 于 B 是 受 阅 公式 ， 故 它 是 绝对 的 。 从 而 


F(x,y) = {(u, u2) : Ca Fur € £ A u2 EYAGBu, u2)} 
€ Ca+1- 口 


命题 9.7 C 是 几乎 全 的 。 
证 明 : 设 了 为 一 集合 且 了 CC. 不 难 验 证 存在 一 序数 a 使 


得 了 C Ca, M Ca E C. o 
定理 9.8 C 是 ZF 系统 的 一 个 传递 模型 且 Oncc, 
证 明 : 由 命题 9.3 一 9.7 直接 得 到 . 口 


引 理 9.9 ik M 是 ZF 系统 的 一 个 传递 模型 ， 目 M 关于 可 
数 序列 封闭 . 如果 AM, def (4) = defi(A). 

证 明 ， 显 然 def (4) C defi(4), 因此 只 需 证 defi (4) C 
def! (A). i X € defi(4), 则 存在 一 Luu AK O(a, £0, 21,°-+,) 
及 a0,Q1,… 使 得 


X={xeA: Af O(2,a9,41,---,)}. 
由 于 4EM AM 传递 ， 故 有 


X = {rE ANM : MNA GB(z,00,0a1,...)} 
{rE ANM : M F(A} O(2, 49, a1,--+))} 
€ def¥ (A). 口 


定理 9.10 设 M 为 ZF 系统 的 传递 模型 ， 且 设 M 关于 可 
数 序列 封闭 且 On C M, WC! =C. 
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证 明 : 我 们 归纳 于 a 证明 CM = Ca. 显然 有 CH = Co. 设 
a 为 极限 序数 ， 且 设 对 任意 6 < a 都 有 CY = Cg 这 时 则 有 


CY =| HOF : B<at=({Cp : B<a}= C0. 
设 C2 = Coa, 则 由 引 理 9.9 知 
OM = def (CM) = def (Ca) = defi (Ca). a 


定理 910 是 说 ， C 是 包含 所 有 序数 ， 且 关于 可 数 序列 封闭 
的 ZF 系统 的 最 小 的 传递 模型 ， 从 而 CR VHC (VHC 代表 
公式 vz(z € C)). 然而 C 未 必 满 足 选择 公理 。 C.C.Chang EX 
献 [3] 中 指出 ZF+V = C+AC 是 协调 的 . 本 节 我 们 将 证 明 ， 如 
果 存 在 On” = {2 C On : ch} 上 的 绝对 良 序 ， 则 C 满足 
选择 公理 。 为 简便 起 见 ， 我 们 给 出 C 的 另 一 种 定义 方法 ， 

定义 9.11 设 针 为 一 类 (或 一 集合 ), 令 


XM = {gz : CXar g}. 
定义 9.12 归纳 于 序数 a, 定义 Da 如 下 : 


Do = 0, 
Da+1 = def( Da) U DS“, 
Da = U{Dp : B< a}, p 是 极限 序数 


D= {Da : a E On}, 


定理 9.13 D 是 ZF 系统 的 传递 模型 ， 刀 关于 可 数 序列 封 
闭 且 On C D. 
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证 明 ， 容 易 证 明 D 关于 可 数 序列 封闭 上 且 On C D. 要 证 
DF‘ ZF, 只 需 验 证 D 是 哥 德 尔 闭 的 ， 几 乎 全 的 且 传递 即 可 。 口 

推论 9.14 CCD. 

引 理 9.15 DCC, 

VER: 只 需 证 明 每 个 Da 都 包含 在 C 中 . 显然 Do SG C. 设 
a 为 极限 序数 ， 且 设 对 任意 6 <a 都 有 Da CC. 这 时 则 有 


Da =\(J{Dg : B<a} CC. 
设 Da S C. 由 于 C 关于 可 数 序列 封闭 ， 且 是 哥 德 尔 闭 的 ， 故 有 
Daz = def(Da) U DS“! CC, o 


定理 9.16 D=C. 

证 明 : 由 推论 9.14 和 引 理 9.15 直接 得 到 . o 

引 理 9.17 设 M Æ ZF 系统 的 传递 模型 ，On CM, 且 设 
M 关于 可 数 序列 封闭 . 则 对 任意 序数 a 都 有 ， Da =D”, 

证 明 : 根据 def(X) 的 绝对 性 及 M 关于 可 数 序列 的 封闭 性 ， 
不 难 归纳 证 明 ， 对 任意 序数 a 都 有 Da = DM, 

定义 9.18 用 AC* 代表 如 下 命题 : 


Va3f € C{f 为 单 射 和 dom(f) =a 人 ran( 了 ) 为 序数 ). 


显然 AC* 是 说 ， 对 每 个 o 集合 oN”! 可 良 序 ， 且 该 良 序 属 
FC. iw ZF* 为 ZF+AC*. 根据 C 的 绝对 性 ， 在 ZF* 系统 中 可 
以 证 明 C 是 ZF* 的 模型 

定理 9.19 在 ZF* 中 可 以 证 明 C 满足 选择 公理 ， 

证 明 : 我 们 只 需 证 对 每 个 极限 序数 a, MR |Dau|” = (Dal, 
则 Da 可 良 序 . 设 |Da| =x. 由 AC* 知 存在 f CC 使 得 了 是 
Ke 到 6 上 的 双 射 由 f 可 定义 kx<%1 上 的 良 序 <p: 对 任意 
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TY EKS“, £ <f y 当 且 仅 当 f(z) < f(y). 下 面 归纳 于 8 < a 
来 定义 De 上 得 良 序 <p 使 得 

(1) 对 任意 6 <<a, <y X <p 的 end- 扩充 ， 

(2) MR 8 < y< a, z € Dg, y € Dy — Dg, W £ <y y 

设 ?7 为 极限 序数 ， 且 设 对 任意 6 < y, <p 已 定义 上 且 满 足 上 
面 的 (1) 和 (2). 这 是 令 


<= (J{<s : B<y}. 


Ry=6+1, Hk <p 已 定义 .根据 定理 6.1 和 8.3 的 证 
A, 我 们 不 难 发 现 , 如 果 X 可 良 序 , 则 def(X) 也 可 良 序 . 因此 根 
据 归 纳 假设 ， 我 们 可 以 定义 def(Dg) 到 某 一 序数 上 的 双 射 g. 下 
面 定义 Dy KBB <y: 
<yy 4AM4 (x,y € def(Dg) A g(x) < g(y)) 
v(x € def(Dg) A y ¢ def(Dg)) 
V(z,y ¢ def(Dg) A ran(g|x) <p ran(gly)). 
令 
<o= Li{<~ : <a} 
. 则 <a 为 Da 上 的 良 序 . 口 
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第 五 章 ”选择 公理 的 独立 性 


我 们 所 说 的 独立 性 是 指 相对 于 ZF 系统 的 独立 性 。 所 谓 选择 
公理 的 独立 性 ， 是 指 选 择 公 理 在 ZF 系统 中 不 可 证 . 早 在 20 世 
纪 20 年 代 和 30 年 代 弗 兰 科 尔 和 莫 斯 托 夫 斯 基 等 人 就 研究 了 选择 
公理 相对 于 允许 有 原子 的 集合 论 系统 ZFA 的 独立 性 。 直 到 1963 
年 ， 科 恩 才 利用 力 连 方法 证 明了 选择 公理 相对 于 ZF 系统 的 独立 
性 : 设 M 是 ZFC 的 一 个 传递 模型 (如 M = L), 利用 力 迫 方法 
可 以 构造 M 的 脱 殊 模型 MIG], 且 可 证 明 M[G] 也 是 ZFC 的 传 
递 模型 利用 弗 兰 科 尔 的 思想 ， 科 恩 定 义 了 脱 殊 模型 的 一 个 子 模 
型 ， 即 对 称 模型 ， 并 证 明了 对 称 模型 是 ZF 系统 的 模型 ， 但 选择 
公理 在 其 中 不 成 立 。 从 而 也 就 证 明了 选择 公理 的 独立 性 。 本 章 主 
要 介绍 科恩 的 工作 . 


5.1 布尔 值 模型 


定义 1.1 B= (B,AV， -1,0,1) 为 布尔 代数 ，< 为 相 
应 的 偏 序 . 如 果 B 的 每 一 非 空子 集 4 都 有 上 确 界 (最 小 上 界 ) 和 
下 确 界 (BAKER), 则 称 B 为 完备 的 布尔 代数 . 

设 B 为 完备 的 布尔 代数 ， 4 为 B 的 非 空子 集 . MESA 
为 4 的 上 确 界 ， 记 IT4 为 4 的 下 确 界 . 

Habe B, 定 义 a 一 b=a-liyvb. 
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定义 1.2 WM 为 ZFC 的 传递 模型 ，B € M 为 一 完备 的 
布尔 代数 ， 归 纳 于 a 定义 


MÈ = 4, 

MË =U{MP : 6 < oj,o 为 极限 序数 ， 

MB = {zeM : 7z 是 函数 Adom(z) C MË Aran(z) C B}, 
AM2=UMNM2 : a€ On}. 


称 M3 为 M 的 布尔 值 模型 . 

定义 1.3 对 任意 r € M, 归纳 于 属于 关系 E 定义 函数 
^M MB TF: F={(9,1) : yer}. KH M BMP W 
自然 嵌入 。 

定义 1.4 Here MP, 4 p(t) 为 最 小 的 序数 a 使 得 ZE 
MB... 对 任意 z,y E€ MP, 我 们 归纳 于 (p(z), p(y)) 可 定义 公式 
z+ EY 和 z=y WARE |e Eyl A |x = yl: 


Lty(z) A lz =a] : z € dom(y)}, 
(lI{z(z) > lz € yl : z €dom(z)})A 
(Hyl) > |z € a] : z € dom(y)}). 


定义 1.5 因为 我 们 定义 了 lz cyl A lc = yl, 所 以 对 任意 
公式 OTE: O 中 出 现 的 常 项 是 M3 中 的 元 素 ), 我 们 可 以 归纳 © 
的 复杂 性 定义 其 布尔 值 (|: 

[2] = [8], 

|®1 A Go| = |, | A [82], 

|, V Gol = [Oi] v |®2l, 

JD; 一 更 ?| = [Oi] > | ol, 

|v] = []{]O(x)| : z € MP}, 

|Ard| = O{|F(2)| : z € MPY, 


lz €y| 
lz = yl 
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引 理 1.6 

(1) fe = af = 1 

(2) z(y) < ly € zl, 

(3) j£ = yl = ly = z|, 

(4) fa = yl A ly = zf < le = zh, 

(5) Ja = 2] A fz € yl < lz € yl, 

(6) lz = zl Aly € z| < ly ezl. 

证 明 : 容易 但 繁 瑛 ， 故 略 去 ， 可 参考 文献 [7] . 口 
引 理 1.7 

(1) Jz = yl AlB) < JE), 

(2) Ay € (y) = Eiry) AIS): y € dom(z)}, 

(3) [Vy € c&(y)| = Hely) > [yf : y € dom(z)}. 
证 明 : 利用 引 理 1.6, 归纳 于 更 的 复杂 性 即 可 . o 
引 理 1.8 iO A-SZHAR, 2,---,2n E M, W 


MB(z1,… ,zn) 当 且 仅 当 |®(21,… n) = L 


证 明 : 利用 引 理 1.7, 归纳 于 更 的 复杂 性 即 可 证 明 . 口 

利用 引 理 1.6 一 1.8, 我 们 可 以 证 明 ， 如 果 更 为 ZF 系统 中 的 
AR, S(O] = 1. 但 由 于 篇 幅 所 限 ， 我 们 只 证 明 [AC] =1. 为 
此 我 们 先 给 出 如 下 定义 。 

定义 1.9 对 任意 r,y € MP, $ 

{x}? = {(z, 1)}, 

{x,y}? = {(2,1), (y, 1)}, 

(x,y)? = {{x}®, {x,y}? }4 ， 

5/32 1.10 

(1) Wola € fy}? e 2 =y)f = 1, 

(2) |Yz(z € {y,2}3 or =yVe =z) =1, 
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(3) (x,y) P Er, yA FXR] = 1. 
证 明 : 容易 . 口 
定理 1.11 |AC| = 1. 
证 明 由 于 AC 与 良 序 定理 等 价 ， 因 此 只 需 证 明 
IWudoslf (JHR A dom(f) =aAu C ran(f))| = 1. 
为 此 我 们 只 需 证 明 对 任意 的 u€ MP, 都 有 
上 3a3f(f 为 函数 和 dom(f) =a Au C ran(f))| = 1 


由 于 M 上 AC, 因此 存在 序数 a, BH g : a 一 dom(u), 定义 
f EM3 mF: 


f ={(B,9(B))? : B<a}x {1}. 
只 需 证 
|7 为 函数 和 dom(f) = @AuC ran(f)| = 1. (1.1) 


下 面 分 四 步 来 证 明 (1.1) ARX. 
(1) 上 是 二 元 关系 | = 1. 
对 任意 xz € MP, 都 有 


kefi = [38 < a(z = (8,9(8))3)| 
= D{lz = (6,9(8))?| : 8 <a} 
< [Br3y(z = (z, y). 
从 而 对 任意 > € M? 都 有 


lz € f 一 3z3y(z = (z, y) =1. 
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(2) | 7 是 函数 | = 1. 
由 于 我 们 已 经 证 明了 (1), 因此 只 需 证 明 对 任意 r, y, z € MP 


都 有 
Iz,y) E€ f A (2,z) € fl < ly = 24. (1.2) 


下 面 我 们 来 证 明 (1.2) 式 成 立 : 
Hz,y) E€ f A (a,z) EFI=|(r,W EfAz,z € fi 
= |38 < ay < a((z,y)? = (8,9(B))B A (x, z)® = (3, 9(7))8)I 
= D{lx,y)? = (B,9(8))8 A (2, z)® = (9,g9(y)B) : By <a} 
< Di =F Aly=9 AIA l= : BY <a} 
由 于 B= 7 为 受 圈 公 式 , 故 JÂ =F) = 0 4B BAY. 从 而 
上 面 的 式 子 等 于 
{8 = BIA ly = (BA lz =A: 8< a} 
< ly =z|. 
(3) [dom(f) = Gl = 1. 我 们 要 证 
lyz(ay((z,y) € f) = x € @)| =1, 
只 需 证 对 任意 ZE MF 都 有 
layz, y) € PI < lz € a]. 
对 任意 ze MP, 我 们 有 
|ay((z,y) € f)| = Lilt, 2) E€ f| : z€ MP} 
= {Ee = B,9(8))7) :=8<a} : z€ M?) 
= {tl = AIA |z = 9(8)| :=8<a} : ze MF} 
= L{lz = BIA {hz = gA) : ze MP}: B<a} 
= L{le =A] : B<a}=|zreal 
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(4) lu C ran(f)} = 1. 
我 们 要 证 


Voy € u > Aa((z,y) € f)) = 了 
只 需 证 对 任意 ye MP 都 有 
ly € u > Ax((z,y) € P| =1, 


只 需 证 
|Sx((x,y) € A> ly € ul. 


对 任意 ye MP, 我 们 有 


[Ax((z,y) € DI = Eizy) € fl: ze M7} 

= D{l9(6) = 外 AZ{l6=zl : z € MP} : B<a} 

= È {lg(8)= yl : B< a} 

=} {ly = z| : z € dom(u)} 

> È {ulz) Aly =z] : z € dom(u)} 

= ly € ul. z 


5.2 脱 殊 模型 


定义 2.1 KBEM 为 完备 布尔 代数 ，G C B. 称 G 为 
BER M- 脱 殊 滤 子 ， 如 果 

(1) G 是 B 上 的 超 滤 子 ， 

(2) 对 任意 AE M, # ACG, Ma : ac A}eG. 

EÈ: B 上 的 M- 脱 殊 滤 子 未 必 属于 M . 
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定义 2.2 设 G HB ER M- RMT, 归纳 于 ple) RN 
可 以 定义 MP 的 一 个 解释 i 


a 


称 MI[G] 为 M 的 脱 殊 模 型 ， 
引 理 2.3 对 任意 YE M H il) =r. 从 而 MC MJG]. 
证 明 : 归纳 于 属于 关系 €, RNA 


i(@ = @, 
i(£) = {iD) : SD € G} = {y : yer}=z, z 


引 理 2.4 Ge MIG]. 
证 明 : 4 G={(a@,u) : we B}, MER G eM, 从 而 有 


i(G) = {i(2) : G@) e€ G} = {i(@) : ue G} =G. 


于 是 Ce M[G]. o 
定义 2.5 Bee M[G], Ze MP. 如果 i(ž) = z, WHE 
为 z 的 一 个 名 字 ， 
引 理 2.6 rye MIG], ,分 别 是 x,y HAS. N 
x EY ARA EJ EG, 
z= y ERX |Z = 9) EG. 
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证 明 : 根据 脱 萄 模型 的 性 质 ， 归 纳 于 (l), o(y)), 可 以 证 明 


|Z eg] eG 

当 且 仅 当 {YA 和 = 让 : te dom(y)} EG 
当 且 仅 当 It € dom(¥)(9(t) € G A |Z = tl € G) 
当 且 仅 当 HE) E G Ai) = a(t) (由 归纳 假设 ) 
4A il) € {i(t) : H(t) EG} 

当 且 仅 当 ilz) Eig) BP rey. 


Iz Cyl eG 

当 且 仅 当 Vt € dom(#)(Z(t) € G > tegl € G) 
当 且 仅 当 Viet) E€ G > i(t) € 1(9)) (HAA) 
4AM {i(t) : F(t) € G} Cig) 

当 且 仅 当 i(f) Cig), Bl x CS yy。 


Iz =g] eG 

当 且 仅 当 IpCHE GACH EG 

当 且 仅 当 Tz CyAyCz 

当 且 仅 当 c=y, 口 


定理 2.7 i (u: un) 为 一 公式 ， 2Z1 Zn € M[G], 
天 分 别 为 1 ,Tn HEF. 则 有 


MI[G] E B®(zi1,…, zn) 当 且 仅 当 |®(F1,… ,zn)| EG (2.1) 


TEA: 我 们 归纳 于 更 的 复杂 性 来 证 明 . 不妨 假设 更 中 没有 
V 和 Y 出 现 . 
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(1) 当 更 为 原子 公式 时 ， 根 据 引 理 2.6 HM, (2.1) 式 成 立 。 
(2) 4 © X 7% 时 ， 则 
IDT n EG KERA [bF nt eG 
当 且 仅 当 [binl EG 
当 且 仅 当 MIG] H 781(21,---,2n) 
(3) 4 © Æ B11 人 Bo 时 ， 则 
| 得 | eG 当 且 仅 当 |®ile GBlgzl eG 
当 且 仅 当 MIG] F B1 有 MI[G] 上 Ba 
当 且 仅 当 MIG] F OA By 
(4) 4 & X Ir (z) 时 ， 则 
Bl eG ERA DAS (s)| : ce MB} EG 
当 且 仅 当 3zeM2(lsai(z)le G) 
当 且 仅 当 Ire MP(M[G] E B(i(z)))( 由 归纳 假设 ) 
当 且 仅 当 3z € M[G|(M[G] 上 O(z)) 
当 且 仅 当 MIG] F 3z@1(z), 即 M[G] 上 ð. o 
定理 2.8 M[G] 是 ZFC 的 传递 模型 . 
证 明 : 因为 对 任意 超 滤 子 G, 都 有 1 e G, 且 因 为 ZFC 的 每 
一 条 公理 的 布尔 值 均 为 1, 故 根 据 定理 2.7 知 ，MI[G] = ZFC. o 
定理 2.9 MIG] 是 包含 MU1{G} 的 ZFC 的 最 小 的 传递 模 
型 . 
证 明 : 设 N 为 ZFC 的 传递 模型 ， AM C N, Ge N. F 
面 归纳 于 plr) 来 证 明 对 任意 ze M3 RA ilz) EN, 
iØ) =9EN, 
i(a) = {ily) : ay) EG}EN, o 
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命题 2.10 On™ = On, 

证 明 : 显然 有 On™ C Ona, 对 任意 序数 a € M[G], 设 
6& H a 的 名 字 . 则 必 存 在 Be M BB a < BI = 1. 从 而 在 M[G] 
中 有 a <B. H M 的 传递 性 知 ，a E M. 从 而 Onec On, 
于 是 命题 成 立 . o 


5.3” 力 迫 方法 


在 具体 构造 脱 殊 模型 时 ， 我 们 并 不 总 是 使 用 完备 的 布尔 代 
数 ， 而 是 常常 使 用 力 迫 偏 序 . 

定义 3.1 设 M 为 ZFC 的 传递 模型 ， (已 <) 为 M 中 的 
偏 序 集 . 称 PP 中 的 元 素 为 力 迫 条 件 . 设 p,q € P, 如 果 p gq 则 
PK p E 4 SR. 称 两 个 力 迫 条 件 p, 9 是 相 容 的 如 果 存 在 "EP 使 
得 7 < p,g. BDC P, 如 果 对 任意 p € P, 都 存在 de 使 得 
d < p, 则 称 D 为 P HARTE. 

定义 3.2 设 GCP(G 未 必 属于 M). 称 G 为 P 上 的 
M- 脱 殊 集 ， 如 果 它 满足 : 

(1) %ta,yeP,mRreGHa«<y, MyEG, 

(2) MR z,y E€ G, H x My A, 

(3) 如 果 D 是 P HABRA DEM, M DAG FO, 

引 理 3.3 T HHS, X CT. MR X = int(X), 
即 XX 等 于 其 闭 包 的 内 部 , 则 称 X 为 正规 开 集 . + BAT HRA 
正规 开 集 组 成 的 集合 ， 则 B 在 下 列 运 算 下 构成 完备 的 布尔 代数 . 


XAY = XNY, 
X VY =int(X UY), 
X! = int(T — X). 
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证 明 : 按照 完备 布尔 代数 的 定义 验证 即 可 . 口 

引 理 3.4 设 (已 <) 为 一 偏 序 集 , 则 存在 一 完备 布尔 代数 B 
及 上 映射 e : P> B- {0} 使 得 

(1) # p < q I e(p) < elg), 

(2) p 5 q 相 容 当 且 仅 当 elp) Aelg) #0, 

(3) {e(p) : pe P} 在 B 中 稠密 . 

证 明 : SEM pe P, W [p] = {4€ P : q< p} 不 难 验 
证 , 由 这 些 [p] 作为 基本 开 集 生成 P 上 的 一 个 拓扑 . S ROP) 为 
该 拓扑 空间 中 的 所 有 正规 开 集 组 成 的 集合 . 由 引 理 3.3 知 RO(P) 
为 一 完备 的 布尔 代数 .定义 e 为 如 下 映射 ; 


对 任意 peP, elp) = int). 


下 面 我 们 验证 (1)—(3). 

(1) W p < q, W [p] E [a]. AN [p] < [a]. ATT int ([p])Cint({q), 
即 e(p) < e(q). 

(2) 设 p,q E P. WR p,q WA, 则 存在 rE P Er < pq. 
从 而 由 (1) 知 elr) C elp) ela): 于 是 elp) Aela) #0. 如果 
p,4 不 相 容 ， 则 四 mm l] = 8。 从 而 int([p]) N inti) = 6, ED 
e(p) A e(g) =0. 

(3) 设 b € RO(P) 为 非 空 的 正规 开 集 ， 则 必 有 pE P 使 
[p] Cb. 从 而 ，int( 四 ) C b, BN e(p) < b, 口 

我 们 称 e: P 一 RO(P) 为 自然 同 态 映射 . 

定理 3.5 设 尸 为 一 偏 序 集 ,， 妃 = RO(P),e:P— RO(P) 
为 自然 同 态 映射。 

(1) 如 果 G 是 上 的 脱 殊 超 滤 子 , WG’ ={peP : e(p) e€ 
G} 为 PP 上 的 脱 殊 集合 . 
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(2) RZ, 如果 G' 是 P 上 的 脱 殊 集合 , WG={beB : 
Jp € G'(e(p) < b)} 是 BB 上 的 脱 殊 超 滤 。 

(3) M[G] = MJG. 

证 明 : (1) 设 G 为 B 上 的 脱 殊 超 滤 子 。 首先 证 明 对 B 的 任 
意 稠 密 子 集 De M &DAGEO. 如 果 不 然 , 则 D = {dt : 
dE D} SG, Am O0 =J[D €G, FE. 下 面 逐条 验证 G' 是 
P 的 脱 殊 集 合 . 

(a) 设 刀 为 书 的 稠密 子 集 ， 则 e[D] = {e(d) : de D} 为 
B 的 稠密 子 集 . 从 而 eLPInG 4 0, 即 存在 de 万 使 得 e(d) € G, 
从 而 DOG' #9, 

(b) BpeG',qePHp<gq. W elp) c el). 因为 G 为 
WT, 故 e(q) eG. qe., 

(0) 设 p,qeEG' 令 


Epg = {7 EP : (r < pAr < 9)V(r 与 p 不 相 容 )V (7 与 9 不 相 容 )}. 


容易 验证 Epa X P 的 稠密 子 集 . 故 存在 > € Ep EB e(r) € G. 
由 于 e(p),e(q) € G, Rr 与 p 和 4 RER. MATVE r< pH 
r <q, 即 p,q 相 容 . 

(2) 设 G' 4 P 的 脱 殊 子 集 , OG ={beE B : Je 
G'(e(p) < b)}. 显然 G 是 B 上 的 滤 子 。 

设 be B, 则 不 难 验证 {c : cAOA(C<bVe<b)} 是 
B 的 稠密 子 集 ， 于 是 


Dy={pEP : e(p) <bVel(p) <b} 


是 二 的 稠密 子 集 . 从 而 Dy NG! #0, 即 存在 pe G' 使 得 e(p) <b 
或 者 elp) < 51. 由 于 elp) € G, ik be G mo eG 必 有 一 个 
成 立 。 从 而 G 是 超 滤 子 . 
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BXEMABH-*TR, $ 
Dx={peP: e(p) < [| X 或 者 3z € X(e(p) Ax = 0)}. 


容易 验证 Dx 是 书 的 稠密 子 集 . 从 而 G’'NDx 关 MR X CG, 
RpeGnDx. 则 必 有 ep)<IIX, 从 而 JIXECG. 

综 上 可 知 ， G 为 B 的 脱 殊 滤 子 ， 

(3) 注意 到 


pEG' 当 且 仅 当 e(p) EG. 


由 此 可 知 在 脱 殊 模型 MG") 中 可 以 定义 出 G, 在 M[G] 中 也 可 以 
定义 出 G’. 根据 定理 2.9, M[G] = M[G"). 口 

定义 3.6 设 (P,<) 为 一 偏 序 集 ，B = RO(P),p€ P. 再 
设 B(x1,--+, fn) 为 一 公式 ， 01,… ,an E MP., 如 果 


e(p) < IB (01,.… ,an)), 


则 称 p HE (ar, an), WE plai: an). 
5| 3.7 
(1) MR p 力 迫 更 且 q<p, 则 9 也 力 迫 更 . 
(2) 不 存在 p 使 得 p 力 迫 OA 8, 
(3) 对 每 一 个 p 及 D(a, an) 都 存在 gq < p 使 得 


ql 或 者 ql- (这 时 称 9 决定 了 8). 


WER: (1) 和 (2) 的 证 明 容 易 ， 只 证 (3). 如果 elp) 与 |S] 
不 相 容 ， 即 elp) AJl = 0, WA elp) < 87 = |-4]. 从 而 有 
pIF 7%, 如果 elp) 与 [S] 相 容 ， 则 根据 {e(p) : pe P} 的 稠密 
性 ， 知 存在 4 使 得 e(9) < elp) H ela) < JO]. 从 而 有 gq <p 
qk ®. 0 
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引 理 3.8 

(1) 2 一 更 当 且 仅 当 不 存在 9 和 D 使 9 上 -更 . 

(2) p81 A Go 当 且 仅 当 pH: 且 pl Go. 

(3) p81 V ®2 当 且 仅 当 Vg < par < alrt Rëra). 
(4) pl-Vc® 当 且 仅 当 对 任意 a c M3 BA pi- O(a). 

(5) pl-Sa® 当 且 仅 当 Yq < par < qia(r|+ B(a)), 


证 明 : 按照 力 迫 关系 的 定义 验证 即 可 。 口 
定义 3.9 DCP. 如 果 Vg < par < g(r e D), MR D 
Ep FR. 


命题 3.10 WR {qg : glo} 在 2 FRE, W pHa. 


证 明 : 假设 {gq : ql ©} 在 2 下 稠密 但 p 不 力 迫 ©. 根据 引 
理 3.8(1) 知 , FE q < p 使 得 g 上 一 更. 但 另 一 方面 , VAr < gq 使 
r}. 由 引 理 3.7(1) 知 ”| 上 -更 . 从 而 rl-®A-%, 与 引 理 3.7(2) 
FE. g 


命题 3.11 RD Ap FHAETR, G 为 脱 殊 子 集 。 如 
DEG, WW DANG AR, 


证 明 : 容易 ， 故 略 去 . o 
EH 3.12 对 任意 公式 (r1, ,zn), 都 有 
M[G] E @(01,…, an) 当 且 仅 当 3p € G(p|k OG, +++, an), 
其 中 G1, +++. Gn 分 别 是 a1,… ,an HAF. 


证 明 : 由 定理 3.5 和 力 迫 关系 的 定义 以 及 定理 2.7 直接 得 
Bl, 口 
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5.4 脱 殊 模 型 的 例子 


例 4.1 设 M 是 ZFC 的 传递 模型 。 在 M PIF, $ 
P={p: p 是 w 到 2 的 函数 且 |p| <w}. 
定义 呈 上 的 关系 < MF: 
p < 9 当 且 仅 当 9 Cp. 


显然 (P, <) 为 一 偏 序 集 . 容易 验证 ，p Fg AMY AMY pUqe 
P. 对 任意 new, > 


Dn = {pe P : n€dom(p)}. 


对 任意 ge P, 如 果 n 9 dom(g), WS p= qU {(n,1)} EP. B 
RA n E€ dom(p) Hp<q. 于 是 Dn X P HARTE. 设 G 为 
P 上 的 脱 殊 子 集 . 在 MIG] 中 工作 , $ 


9 =p : pe Gh. 


由 于 G 中 任意 两 个 元 素 相 容 ,， 故 9 为 一 函数 ,对 任意 n, HD, 
稠密 ， 故 存在 pe G 使 得 n € dom(p). 从 而 n € dom(9g)， 进 而 


dom(g) =w. $ 
A, = {n : g(n) = 1}, 


则 Ag 是 w 的 一 个 子 集 ， 下 面 证 明 A, gM. 只 需 证 Gg M. 假 
设 GeEM, 则 {p : p&G} EM. 对 任意 ge P, Rn g dom(q), 
W qU {(n,0)} 和 gU{(n,1)} 至 少 有 一 个 不 属于 G( 因 为 二 者 不 
HWA). 也 : p¢G} 为 一 稠密 集合 . 因为 G 为 脱 殊 集 ， 故 
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GN{p : p¢G} 40, FE. UA G gM, Ai gM, FÆ 
AZ M. 于 是 我 们 用 力 迫 偏 序 P 在 基础 模型 M 中 增加 了 w 的 
一 个 新 子 集 . 

例 4.2 在 本 例 中 ， 我 们 将 构造 一 个 力 迫 偏 序 P, 它 在 基础 
模型 M 中 增加 了 wi 的 新 子 集 ， 但 不 增加 w 的 新 子 集 . RM 
ZFC 的 传递 模型 .在 M PIE, $ 


P={p : p 是 w1 到 2 的 函数 且 |p| <w} 
定义 P 上 的 关系 < 如 下 : 
p < 9 当 且 仅 当 gq Cp. 


显然 (P<) 为 一 偏 序 . 容易 验证 ，p 与 q 相 容 当 且 仅 当 pUg EP. 
设 G 为 已 的 脱 殊 子 集 ， 与 例 4.1 一 样 ，G 4 M 且 由 G 可 定义 
wh (M 中 的 w) 的 一 个 新 子 集 . 要 证 明 M[G] 中 不 增加 w 的 新 
子 集 ， 只 需 证 明 如 下 结论 ， 


WARS E MIG] 是 w 到 M 内 的 函数 , 则 六 < M. (4.1) 


实际 上 由 (4.1) 式 还 可 以 得 出 wf = MIC 要 证 明 (4.1) R, 我 
们 需 利 用 P 的 一 个 重要 性 质 , 这 个 性 质 是 : WME po > pi > … > 
pn > ++ 为 M 中 的 递 降序 列 ， 则 存在 p E P 使 得 对 每 一 n, 都 
有 p < pn. 我 们 称 具 有 这 一 性 质 的 偏 序 是 o- 闭 的 . 

引 理 4.3 如果 偏 序 集 已 Æ o- 闭 的 ， 则 (4.1) 式 成 立 . 

证 明 : 设 DCP 为 稠密 子 集 ， 如 果 


Vpi,p2 E€ P(pi < p2 Ape E€ D > pı € D) 


We D 是 P 的 开 稠密 集 。 首先 证 明 ， P 的 可 数 多 个 开 稠 密 子 
集 的 交 仍 是 开 稠 密 的 。 设 Dr, n < w, 为 开 稠 密 子 集 . SD = 
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(Dn : new} 在 M HIY. 对 任意 pe 已 , 取 po e Do 
使 po < p, 再 取 pl € Di 使 pl < po, 如 此 下 去 , 设 pn E€ Dn H 
Pn < Pn—1, WH prot € Dn+l 使 pn+l < Pn. 这 样 我 们 得 到 一 个 
递 降序 列 po > pi 之 … WRH P W o- AER, FE Ge Plt 
得 对 任意 n, q < pn 从 而 gED 且 g < p. RD AAETH. 
容易 看 出 D 是 开 稠 密集 . 

下 证 (4.1) 式 成 立 . 设 让 : w 一 M 为 函数 且 fe MIG]. 设 
TE f 的 名 字 ， 再 设 A E MM 使 得 ran(jJ) CA, 为 方便 起 见 ， 不 
妨 设 

7 是 5 到 4 内 的 函数 . 
对 每 个 n < w, > 
Dn = {peE P : 存在 ze A 使 p||- 了 A) = 分}. 


则 可 以 证 明 每 个 Dn 都 是 开 稠密 子 集 . 于 是 万 = 1D。: nEw} 
也 是 开 稠密 子 集 ， 于是， GD 不 空 . RpeDNG, 则 对 每 一 
n, 存在 (惟一 ) 一 个 on 使 pI- f(A) = în. g 为 如 下 定义 的 函 
数 ， 对 任意 n, g(n) = zn。 显然 9 RFM. 容易 看 出 中 - 广 = 人 
从 而 了 = 9 Ff eM. 口 


5.5 弗 兰 科 尔 的 早期 工作 


早 在 20 世纪 20 年 代 和 30 年 代 ， 弗 兰 科 尔 等 人 就 证 明了 
AC 相对 于 公理 系统 ZFA 的 独立 性 ， 其 中 ZFA 是 允许 有 原子 的 
集合 论 公理 系统 。 ZFA 语言 除了 有 < 和 = 之 外 还 有 一 常 项 
( 空 集 ) 和 一 个 一 元 谓词 4 (原子 集合 ) 。 ZFA 中 的 公理 除了 如 下 
四 条 和 ZF 不 一 样 之 外 ， 其 余 的 和 ZF 都 一 样 . 

空 集 公理 : -3z(z € 0). 
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原子 公理 : vz(z E 4 人 2 和 从 A-3z(zZ €2z)). 
SMEA: VYzyy(zg AAy ~<A 
(Vulu Er OUuEY) OT=Y). 

基础 公理 ， VS(S AAS ZO> Ir ESENS = I). 

在 ZFA 中 一 些 运 算 只 对 集合 才 有 意义 , 如 Urz, P(r) SH, 
而 有 些 运算 对 集合 和 原子 都 有 意义 ， 如 无 序 对 运算 ， 有 序 对 运算 
等 等 。 如 果 在 ZFA PWE “ARZA”, 就 得 到 ZF 系统 .然而 
本 节 我 们 感 兴趣 的 是 公理 系统 ZFA+ “4 无 穷 ”。 可 以 证 明 ， 如 
果 ZF 协调 ， 则 ZFA+“A 无 穷 ” 也 协调 . 

ZFA 中 的 传递 集合 的 定义 与 ZF 中 的 定义 相同 ， ZFA 中 
序数 的 定义 是 在 原 定义 的 基础 上 再 加 上 序数 都 不 包含 原子 这 个 条 
件 . 

定义 5.1 归纳 于 序数 a 定义 


P(A)= A, 

Po+1(A) = P(P,(A)), 

Pa(A) = U{Ps(A) : B < a}, a 为 极限 序数 ， 
P(A)=U{PB(A) : a € On}, 


由 基础 公理 可 证 V = PolA) 我 们 称 Poo (0) HH. BRE 
是 ZF 的 模型 ， 所 有 的 序数 都 在 核 中 . 

定理 5.2 it M 为 传递 类 , 且 以 4 (4 e M) 中 的 元 素 作为 
RY. MRM 是 哥 德 尔 闭 的 且 是 几乎 全 的 ， 则 M 是 ZFA 的 模 
AM, 

证 明 : BK. 口 

注意 ，ZFA 中 的 公理 并 没有 对 A 中 的 元 素 加 以 区 分 , 因此 
我 们 可 以 构造 Po。 上 的 关于 属于 关系 的 自 同 构 (E- 6E). 
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定义 5.3 设 是 4 到 4A 上 的 一 一 对 应 (4 的 置换 ) ， 则 归 
纳 于 属于 关系 ， 定 义 


n(x) = nlx] = {n(t) : tec}. 


不 难 验证 ，7 为 P(A) 上 的 自 同 构 . 这 也 就 是 说 由 4 的 一 
个 置换 x 可 以 诱导 出 V 的 一 个 E- 自 同 构 (也 用 7 表示 ) . 

引 理 5.4 设 7,p 是 A 上 的 两 个 置换 ,它们 诱导 的 自 同 构 
也 用 T, p 表示 . WA 

(1) zx Ey 当 且 仅 当 n(x) € ry). 

(2) ®(21,---,2n) 当 且 仅 当 B(x(7x1),… ,T(zn)), 

(3) rank(z) = rank(r(z)) (这 里 rank(z) 是 使 得 zx € P41(A4) 

的 最 小 的 a). 

(4) MRR 为 一 关系 ， 则 7(R) 也 是 一 关系 , H (x,y) ER 
SAMS (n(x), 7(y)) € a(R). 

(5) 如 果 f 是 X 上 的 函数 ， 则 r(j 是 rX) 上 的 函数 且 
n(f)(m(x)) = TCF(z)). 

(6) 对 核 中 的 任意 元 素 r, 都 有 x(x) =z. 

(7) (x - p)(x) =T(o(z))， 

证 明 : AZ. o 

定义 5.5 i HAG 为 4 上 的 置换 群 ( 即 由 4 上 的 置换 组 
成 的 群 ), HAF 是 由 HAG 的 一 些 子 群 组 成 的 集 族 。 如 果 对 任意 
H, K € HAG 都 有 

(1) HAG € HAF, 

(2) mÆ H € HAF H HCK, Ñ K € HAP, 

(3) 如 果 H, K € HAF, N HAK € HAF, 

(4) 如果 rE HAG, H € HAF, W tH € HAF, 
则 称 HAF 为 HAG 上 的 正规 滤 子 . 
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定义 5.6 i HAG 为 原子 集 4 LABRH, HAF 为 
HAG 上 的 正规 滤 子 . Mx 是 对 称 的 ， 如 果 


sympr4ac(Z) = {7 € HAG : x(x) =2} € HAF, 


显然 核 中 的 元 素 都 是 对 称 的 ， 今 后 我 们 假设 每 个 原子 CE A 


U={x : TC({z)) 中 的 每 个 元 素 都 对 称 }. 


我 们 称 U 为 置换 模型 。 BRU 是 传递 的 ， 且 核 中 的 元 素 都 属于 
DZ, 且 4e7. 

定理 5.7 置换 模型 7 是 ZFA 的 传递 模型 . 

证 明 : 只 需 证 U 是 哥 德 尔 闭 的 且 是 几乎 全 的 . 设 z,y EU.， 
不 难 验 证 ， 对 任意 i 二 1,…,10 都 有 


sym(Fi(x,y)) 2 sym(z) Nsym(y) € HAF, 
从 而 File, y) 是 对 称 的 。 又 可 看 出 
TO({Fi(x, y)}) € TC({z}) UTC({y}). 


W TC (c,y)}) 中 的 元 素 也 都 是 对 称 的 ， 从 而 Fi(c,y) €U, 
于 是 U 是 哥 德 尔 闭 的 。 

要 证 U 是 几乎 全 的 ， 只 需 证 对 每 一 序数 a, U P(A) 是 对 
称 的 。 首 先 看 出 


sym(m(x)) = {p : pr(z)) = T(z)} = Tsym(z)r 


根据 滤 子 的 性 质 知 ， zx 对 称 当 且 仅 当 (x) 也 对 称 。 由 此 再 根据 
引 理 5.4(3) 知 ， 对 任意 7 都 有 


t(U N Po(A)) = {r(x) : £ EUNP,(A)} =UNP,(A), 
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即 U N Po(4) 是 对 称 的 . 口 
设 妃 是 4 的 有 穷 子 集 ， 令 


fixysc(Z) = {r € HAG : 对 每 个 a E 五 都 有 r(a) = a}. 


今后 在 不 发 生 混淆 的 情况 下 , 常 省 略 fixyaalE) 中 的 下 标 HAG . 
令 HAF 为 由 
{fix(E) : E C 4 有 穷 } 


生成 的 滤 子 . 因 rfix(E)r! = fix(r(E)), ik HAF 为 正规 滤 子 。 
不 难 验 证 ， z 是 对 称 的 当 且 仅 当 存在 4 的 一 个 有 穷 子 集 E 使 得 
fix(E) C sym(z), 这 时 称 EW x 的 支 集 。 下 面 我 们 给 出 置换 模 
型 的 两 个 例子 。 


例 5.8 设 4 无穷. 令 HAG 为 4 的 所 有 置换 组 成 的 群 ， 
HAF 是 由 
{fix(E) : E C A 有 穷 } 


生成 的 正规 滤 子 。 设 U 为 相应 的 置换 模型 。 下 面 我 们 证 明 A 在 
U 中 没有 可 数 子 集 ， 从 而 选择 公理 在 U 中 不 成 立 . 


只 需 证 明 U 中 不 存在 从 w 到 A 内 的 单 射 即 可 . 假设 不 然 ， 
设 f EU 为 w 到 A 内 的 单 射 . 设 马 为 4 的 有 穷 子 集 使 得 对 任意 
T E fix(B) 都 有 7(f) = f. BH E EASE, HH ae A-E 
及 n Ew 使 4 = f(n). hbe A-E fib Aa, Wr € fix(E) fi 
得 r(a) =b, M r(j) = f. 因为 n HEPC, a(n) =n. 
从 而 
T(jfa) = n(f)(a(n)) = f(n). 


然而 ，f(n) =a, K n(f(n)) = r(a) =b #a, FH. 
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例 5.9 BP = {an bn}, n Ew, 为 互 不 相交 的 集合 . 令 4= 
U{P : nEw}. i8 HAG 为 A 的 满足 7({an,bn}) = {an, bn} 
(对 任意 的 n) 的 所 有 置换 组 成 的 群 . 设 HAF 是 由 {fix(E) : 
EC ARR) ERHET. HU 是 相应 的 置换 模型 。 下面 我 
们 证 明 在 U 中 {Pr : n E w) 没有 选择 函数 ， 从 而 选择 公理 在 
U 中 不 成 立 . 

因为 对 每 一 € HAG RA n(Pa) = Pr, 故 每 个 Pr 都 是 对 
称 的 。 从 而 有 


TP : n€w))=a({(n, Pr) :neo)=(P : nEw). 


故 (Pa : nEw) EU, {Pr : new} BU PAR. 

用 肥 证 法 ， 假 设 在 VU 中 (Pa : n € w) 有 选择 函数 S. 设 
EA f OR, Bl sym(f) 2 fix(B). 因为 E JEFE, KVA 
n 使 得 On, bn 都 不 属于 E. RG f(Pr) = an. Bae HAG 为 
满足 下 列 条 件 的 置换 : 

(1) r(an) = bn, 

(2) 对 任意 ze E, x(x) = z. 

WW alf) = f, Pn) = 及. 从 而 


™(f(Pa)) = (f)(t(Pa)) = f (Pr). 


然而 A(f(P,)) = A(an) = bn É an = f (Ph), FA. 


由 以 上 两 个 例子 知 ， 选 择 公理 相对 于 ZFA 系统 是 独立 的 . 
尽管 置换 模型 的 方法 没有 解决 选择 公理 相对 于 ZF 系统 的 独立 性 
问题 ， 但 它 为 我 们 用 力 迫 方法 解决 该 问题 指明 了 方向 ， 
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5.6。” 脱 殊 模 型 的 对 称 子 模型 


由 于 在 脱 殊 模 型 中 选择 公理 成 立 ， 因 此 要 证 选择 公理 相对 于 
ZF 系统 的 独立 性 , 必须 构造 脱 殊 模 型 的 子 模型 使 得 在 其 中 选择 公 
AKR. 构造 子 模 型 的 方法 有 多 种 ， 其 中 一 种 是 对 称 子 模型 . 
构造 对 称 子 模型 的 方法 与 构造 置换 模型 的 方法 非常 类 似 . 

在 5.5 节 中 ， 原 子 集 4 的 一 个 置换 可 以 诱导 出 P(A) 的 一 
个 e- AAW. 在 本 节 中 我 们 将 发 现 ， 完 备 布尔 代数 B 的 自 同 构 
可 以 诱导 出 布尔 值 模型 M3 的 一 个 自 同 构 . 

定义 6.1 Kar ARR BAHAR. 我们 归纳 于 p(x) 
来 定义 M3 到 M3 上 的 映射 (把 它 仍 记 为 T): 

(1) 7(0) = 

(2) ROMER y € dom(z), x(y) 均 已 定义 ， 则 定义 x(x) 
如 下 : 


dom(r(z)) = ldom(z)] = {r(y) : y € dom(z)}, 
对 任意 y € dom(z), $r(x)(r(y)) = r(z(y)). 


不 难 验证 r 为 MP 上 的 一 一 对 应 , BIHER £E M 有 "(2) =e, 


引 理 6.2 i O(t, n) 为 一 公式 . MWR BAAR 
Hj, 则 对 任意 T1 2n € MP, 都 有 


1®(a(21),---,7(tn))| = aE, En). 


证 明 : (1) 当 更 为 原子 公式 z Ey 或 x = gy 时， 我 们 归纳 于 
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(p(z), p(y)) 来 证 明 . 


In(x) € z(y) 


r(x) S z(y) 


x(x) = z(y) 


2{lr(z) = t| A a(y)(t) : te dom(x(y))} 

= L{hr(z) = x(z)| A (y(n (z)) : z € dom(y)} 
= mMX{lz =z] Ay(z) : z € dom(y)}) 

= (lz € yl). 

= [I{x(z)(t) > |t € xy): te dom(x(y))} 

= [I{x(x)(x(z)) > |n(z) er : 2 € dom(y)} 
= n(TI{x(z) > |z € yl : z € dom(y)}) 

= "(lz C yf). 

= (x(x) Sr Alr( Sr(z)l 

= mlz C yf) Any Cah) 

= (lz E yf Aly Cah) 

= n(|z = yl). 


(2) 4 > RARFAAN, HAF ® 的 复杂 性 ,可 证 明 结论 


对 于 O 也 成 立 


口 


注 记 : RP 为 一 偏 序 集 ，7 为 P 上 的 一 个 自 同 构 ， 则 可 按 
如 下 式 子 把 r 扩充 为 完备 布尔 代数 RO(P) 的 一 个 自 同 构 ( 仍 记 


为 7): 


7(b) = Di{e(m(p)) : elp) <b}, 


HF e: P ROP) 为 自然 同 态 映射 . 
Bp E P, 下 为 一 公式 .利用 引 理 6.2 不 难 验证 ， 对 任意 
Ti,’ En E MP, 都 有 


Pi @(a1,-- 


定义 6.3 
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` En) HHN ATn(p) (rz), n ,T(Zn))。 
设 五 4G 4B EBRR, HAF 是 由 HAG 


的 子 群 组 成 的 集 族 . 称 HAF 为 HAG 上 的 正规 滤 子 ， 如 果 对 
HAG 的 任意 子 群 H, K 都 有 
(1) HAG € HAF, 
(2) mR KeHAFAKCH,WHEHAF, 
(3) 如 果 H,K € HAF, W HAK € HAF, 
(4) mz r €e HAG, H € HAF, Wl) rH! e HAF, 
定义 6.4 Bre MF, S 


sym(z) = {r € HAG : x(x) = 7}. 


如 果 sym(r) € HAF, 则 称 x MPRA. 归纳 于 p(x) 我 们 定义 
MP 的 一 个 子 类 HS: 对 任意 z < MB， 


x E 万 5 当 且 仅 当 z 是 对 称 的 且 dom(z) € HS, 


我 们 称 AS 中 的 元 素 为 遗传 对 称 的 . 

若 ZE M, 则 对 任意 n € HAG 都 有 7( 人 2) = 2. 因此 对 任 
意 ZEeJM, 人 eE 万 9. WF HAF 是 正规 滤 子 ,不 难看 出 ， 对 任意 
TEMB 及 xEHAG 有 


ze 万 9 当 且 仅 当 fr(zZ) € HS, 
定义 6.5 设 G 是 B 的 M- 脱 殊 滤 子 ， 令 
N = {i(z) : z€ HS}, 


称 N 是 脱 殊 模型 M[G] 的 对 称 子 模型 . 显然 有 M CN C MIG). 
定义 6.6 设 下 为 一 语句 ， 归 纳 定义 [Olas mF: 
lz € ylas = |x € yl 
lz = ylas = lz = yl 
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I-Slxs = |®lzs 

121 A Galas = | 和 :zs A | ®ealas 

|®i V Gols = [Pils V |®2las 

121 > las = [Silas > |®olas 

上 az@lzrs = V{|O(@)|as : z€ HS} 

\Ve®las = TH{l®(z)lns : z€ HS} 

引 理 6.7 ik O A-AA, zien EHS, 则 


N E O(i(21),-++, ttn) AERE zn) 上 ys € G. 


证 明 : 仿照 定理 2.7 的 证 明 . 口 
引 理 6.8 设 T 为 妃 的 自 同 构 ， 更 为 公式 ， zl ,Zn E 
HS, 则 


[®(n(21),--+,7(@n))hs = (| 本 (zznjlzs). 


证 明 : 归纳 于 更 的 复杂 性 容易 证 明 . a 

定理 6.9 N 是 ZF 系统 的 传递 模型 . 

WEBA: (1) HAS 的 定义 知 ,如 果 z e HS 则 dom(7x) C HS, 
由 此 可 证 明 N 是 传递 的 . MAN DM, 故 N 满足 外 延 公理 、 空 
集 公理 和 无 穷 公理 . 

(2) 设 更 为 一 公式 ，X E N. 令 


Y={rex : NFE(Z)}. 
it K EX WAF Š CHS. 今 定 义 立 e MB 如 下 ， 
dom(Y) = dom(X), Y(t) = X(t) Allas. 


不 难 验证 i( 了 ) = Y. FEY € HS, RREY 是 对 称 的 ( 因 


dom(Y) = dom(X) C HS), HX sym(X) € HAF, 所 以 内需 
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证 sym(Y) 2 sym(X). 设 r € sym(X), W r(X) = Š. 从 而 对 
每 一 +E dom(X) 都 有 


r(t) € dom((X)) = dom(X), 
AA 


X (w(t) = 1(X)(w(t)) = (X (t)), 
[®(x(t)) las = x(|®(t)| xs). 


故 有 

Yat) = Kilt) Al@(xr(b)lzs 
= n(Ñ(t)) Ar(| 亚 (blzs) 
= m(X(t) AG) as) 
= m(¥(t)) = x(¥)(n(t)). 


从 而 r(Y) =F, Y EN, 于 是 分 离 公理 在 N HRY. 
(3)RXENARXCHSHX WHR. 4 


S =| J{dom(y) : y € dom(X)}. 
如 果 r € sym(X), 则 容易 验证 r[5] = {r(s) : s€ S}=S, $ 
Y = {i(s) : sE S}. 
显然 了 DUX. SEXY we: 
dom(Ÿ) = S, ¥(s) =1, 


不 难看 出 ， 了 € HS. 从 而 Y © N. 再 由 分 离 公理 知 ， 并 集 公理 
EN PRX. 
同样 可 证 N 满足 无 序 对 公理 和 短 集 公理 ， 
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(4) 最 后 证 明 蔡 换 公 理 在 N 中 成 立 . 设 O(u,v) HAR, 
XEN, HRWER uc X MA 


N H w(u, v). 


wX ecHS XX WSF. EMH, 3t ŭe dom(X), 存在 
Sz C HS iË 


DUET las : TE AS} = > {lS Ds : TE Sz). 


&S=U{S; : fe dom(X)}, Y = {i(@) : TES}. 不 难看 
出 ， 对 任意 u € X, WEE TE 9 使 得 入 H alui). 从 而 对 
fLRucex F 

qu €E Y(N H ®(u, v)). 


今 定义 了 如 下 : 
dom(Y) = S, Y() =1, 


不 难 验证 了 € HS H i) =Y. 从 而 Y €N. 于 是 对 任意 
uE X, 
NE w(u, v) > w € YG(u, v), 


MERARI. o 
5.7 ”对 称 子 模型 的 例子 


例 7.1 设 MM 为 ZFC 的 传递 模型 ,在 M 中 定义 
P= {p : Pp 是 w x w 到 {0,1} 内 的 函数 旦 p AI}. 
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HEX P 上 的 偏 序 < 为 反 包含 关系 . $ B=RO(P). 设 @C 为 
B 上 的 M- 脱 殊 滤 子 .在 M[G] 中 工作 ， 对 每 一 mn E w, > 


an = {m Ew : Ipe G(p(n, m) = 1)}, 


HS A= {an : nEw} 

今 定义 an, AWB Gn, A WMF: 

dom(4G,) = {mm : mEw}, 

an(m) = {pe P : p(m,n)=1}, (new) 

dom(A) = {ăn : nEw}, 

A(Gn) =1, (nEw) 

引 理 7.1.1 mn xk, 则 [in = Ge] = 0. 

证 明 : 对 任意 pe P, 总 存在 g <p Rl ew HB q(n,l) =1 
而 g(k,1) = 0. o 

设 Aw HER, 则 由 r 可 按 如 下 方式 定义 书 的 自 同 构 
( 仍 记 为 r) 。 对 任意 pe P, 定义 r(p) 如 下 : 


dom(n(p)) = {(x(n),m) : (n,m) € dom(p)} 
m(p)(m(n),m) = p(n, m). 


从 而 的 置换 可 以 诱导 出 B = RO(P) 上 的 自 同 构 ( 仍 记 为 7) . 
F HAG 为 所 有 这 些 自 同 构 组 成 的 群 ， 对 w 的 每 个 有 穷 子 集 E, 


令 


fix(E) = {r € HAG : Yn € E(n(n) = n)}. 


Ù HAF 是 由 {fix(E) : E C w 有 穷 } 生成 的 正规 滤 子 . 设 HS 
为 所 有 遗传 对 称 名 字 组 成 的 类 ，N 为 相应 的 对 称 模型 

引 理 7.1.2 ăn € HS, AC HS, (new), 

证 明 : AZ. o 
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定理 7.1.3 ERAN 中 集合 4 不 可 良 序 ， 从 而 实数 集 不 
可 良 序 . 

证 明 : 要 证 A 在 N 中 不 可 良 序 ， 只 需 证 明 N 中 不 存在 w 
到 4 内 的 单 射 即 可 . 假设 不 然 , 设 fe N 是 w 到 4 内 的 单 射 ， 
A fF EHS 为 f ORF. 则 必 存 在 po € G 使 得 


po 上 -是 6 到 A 内 的 单 射 


EM 中 工作 , HE Cw f AS (Bl sym(f) 2 fix(E)). 因 
EAR, BUFE p < po nEw UR ig 已 使 得 
pI-f (A) = či. 

取 满 足 如 下 条 件 的 Te HAG: 

(1) (p) 和 p 是 相 容 的 ， 

(2) a € fix(B), 

(3) a(i) =j £i, 
(不 难看 出 这 样 的 r 是 存在 的 ) 从 而 有 7( 月 = f, rA) =A, A 

pUn(p)I-f (A) = ai, 

pUn(p)|-n( f(A) = (i). 
由 于 

m(f(A)) = m(f)(m(A)) = f(A), mG) =G;, 
所 以 有 
pU Tlp) HFA) = G;, 

矛盾 . 从 而 4 在 N 中 不 可 良 序 . o 

推论 7.1.4 4 在 NN 中 没有 可 数 无 穷 子 集 , 从 而 4 在 N 中 
是 D- EFH. 

证 明 : 设 A 在 N 中 有 可 数 子 集 ， 记 为 A', 则 存在 ww 到 Al 
上 的 一 一 对 应 f. 从 而 f 是 w 到 4 内 的 单 射 ， 矛盾 . o 


164 


例 7.2 在 本 例 中 我 们 将 构造 一 个 对 称 模型 ， 其 中 存在 一 个 
集 族 {Pr : nEw}, 它 没有 选择 函数 . 设 M 是 ZFC 的 传递 模 
H, Æ M 中 定义 


P= {p : p 为 ({0,1} x w x w) xw 到 {0,1} 的 函数 且 p 有 穷 }， 


P 上 的 偏 序 < 为 反 包 含 关系 . 设 G 为 P 上 的 M- 脱 殊 集 . 在 
MI[G] 中 令 

anm = {i €w : dpeG(p(0,n,m,1i) = 1}, 

bam = {i Ew : Ip E G(p(1,n,m,i) = 1)}, 

an = {anm : m €w)}, 

bn = {bnm : MEw}, 
对 每 一 n, 再 令 Pa = {an, bn}. 
下 面 我 们 定义 anm bm: an, bn, Pa 的 相应 的 名 字 Tom, 
bnm, Any bn, Py 分别 为: 

dom(@nm) = dom(bnm) = {È : i €w}, 

ämm = Zip : p(0,n,m,i) = 1}, 

Bam (2) =) {p : p(i,n, m,i) = 1, 

dom(Gn) = {Gam : m Ew}, 

dom(bn) = {bnm : me wh, 

@n(@nm) = 1, 

bn (Pom) = 1, 

dom(P, n) = {Gn, bah 

P, (Gn) = 1, B > (On) = 

51 7.2.1 

(1) 对 任意 n,m, k,l € w, |inm = byl = 0. 

(2) 对 任意 n,m, n'm’ € w, 如 果 (n,m) Æ (n’,m') 则 


l@nm = n'm | = 0, [Bam = bats | = 0, 
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(3) 对 任意 n,n! Cw, Mn Fn’ 则 
län = Gn] =O. [dn = bn] = 0. 

证 明 : 我 们 只 证 明 (2) 中 的 及 nm = Grim | = 0, 其 他 证 明 类 
似 。 

设 (n,m) A (n,m). 如 果 存 在 p © P 使 得 

P|Hðnm = ðn, 
MIR k 使 得 (0, n, m, k) 和 (0,n',m', k) 都 不 属于 dom(p), 4 
q = pU{((0,n,m, k), 0), ((0,n', m’, k}, 1)}. 
WA qlẹ-Hănm = Grim. 然而 又 有 
gIK(E g Gam) A (& € Gum’). 


矛盾 . 口 
在 本 例 中 我 们 考虑 满足 如 下 条 件 的 ({0, 1} xw xw) 上 的 置 
em: 如果 rlen, m) = nle n, m’), 则 
(l)n=n’, 
(2) 对 任意 mew, ae, n, m) = (e, n, Mm) 或 者 这 对 任意 
m Ew, tlen, m) = (1 — e,n,m’) 
同样 ， 每 个 这 样 的 置换 r 可 按 如 下 式 子 诱导 出 已 上 的 一 个 自 同 
构 (从 而 诱导 出 B= RO(P) 上 的 自 同 构 ): 


m(p)((e,n, m), i) = ple,n, m,i). 


令 HAG 为 所 有 这 些 自 同 构 组 成 的 群 . 根据 dnm, nm, ün n 及 
Pr 的 定义 我 们 发 现 ， 对 任意 re HAG 都 有 
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(Gam) = Gam 或 bnm, 
(tn) = dn BE bn, 
n(P,) = Py. 
Xt {0,1} xwxw 的 每 一 有 穷 子 集 E,  fix(E) 为 集合 


{re HAG : 对 任意 (e,n,m) € ERE a(e,n,m) = (e,n,m)}. 


HS HAF 是 由 {fix(E) : EX{0,1} x w x w 的 有 穷 子 集 } 生成 
的 正规 滤 子 。 设 AS 为 所 有 遗传 对 称 名 字 组 成 的 类 ， N 为 相应 
的 对 称 模型 。 
引 理 7.2.2 Gam; bnm, Gn; bn, Py 都 属于 HS, (n,m € w). 
证 明 : 只 证 明 Gum € HS, 其 他 证 明 类 似 . BR dom(iinm) = 
{i : iEw} CHS. RAE Gam 是 对 称 的 . 令 E = {(0,n,m)}, 
则 当 x € fix(E) 时 有 


(Gam) (rÒ) = 1 (Gnm(t)) 
= TDP : p(0,n,m,i) = 1}) 
= 二 {r) : p(0,n,m,i) = 1} 
= Y{p : p(0,n,m, i) = 1} 


= Gnm(i). 


从 而 有 syM(Gnm) 2 fix(E), 故 Anm 是 对 称 的 ， 从 而 Cnm E HS, 
口 
引 理 7.2.3 RE {Pr : new} EN AEN 中 是 可 数 的 . 
证 明 : 定义 如 下 : 
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BR if) ={(n,P,) : n € w}. 故我 们 只 需 证 fe HS. 由 于 
dom(f) C HS, 故 只 需 证 了 是 对 称 的 ,对 任意 re HAG, 由 于 
MER n € w, 都 有 T( 五 ) =P, KA 


m(f)(m((A, Pa) D) = (F(R, Pr)?)) = 1 = F(A, Pad”). 


从 而 对 任意 1 © HAG #4 (ff) =f. FH, sym(f) = HAG, 


从 而 广 是 对 称 的 ， o 
定理 7.2.4 在 中 不 存在 函数 f ER n Ew RA 
f(n) € Pa. 


证 明 : 设 存在 函数 f EN 使 得 对 任意 n Ew 都 有 f(n) e 
Pa WER f 为 f HEF. 于 是 存在 po EG 使 得 


pol-Yn € al f(n) € Pr). 


BEC {0,1} xwxw % f HES, Hl sym(f) 2 fix(E). 取 
n E w 使 得 对 任意 em 都 有 (n,m) g E E 有 穷 ， 故 这 样 的 
n 存在 ) 从 而 存在 p < po 使 得 pl F(R) = Gn. 取 充 分 大 的 mmo 
使 得 对 任意 m > mo 及 任意 的 ci 都 有 (en, m,i) g dom(p). 定 
X {0,1} xw xw 的 一 个 置换 x 如 下 : 


n(e,n',m) = (en,m) Mn’ An 
(1,n,m + mo) 如 果 m < mo 


n(0,n,m) = (1n,m—mpo) 如 果 mo <m < 2mo 
(1,n,m) 如 果 m > 2mo 
(0, n,m + mo) 如 果 m < mo 
(1,n,m) = (0, n,m — mo) 如 果 mo < m < 2mo 
(0, n,m) 如 果 m > 2mo 
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显然 和 € HAG 且 r(Gn) = bn. HE n RE EPR, K 
T € fix(E), 容易 看 出 p, x(p) WA, 从 而 有 a(f) = f. n) =A. 
于 是 

pUn(p)IEKF(®) =Gn, pUm(p)|L fl) = bn, 


了 矛盾。 从 而 定理 得 证 . 口 
例 7.3 我 们 将 构造 一 个 对 称 模型 ,在 其 中 wi 是 奇异 基数 ， 
设 M 是 ZFC 的 传递 模型 ， 在 MW 中 定义 


P = {p : pRAFRRMAdom(p) Cw xw 
HXHEŠ(n, i) € dom(p b p(n, i) < wn}. 


P 上 的 偏 序 < 定义 为 反 包含 关系 D. 设 G X PH M- 脱 殊 集 
合 . $ f =UG, WE MIG] 中 了 是 wxw 上 的 函数 .对 任意 
nEw, $ fali) = f(n, i). WET 所 都 是 w 上 的 函数 . 

引 理 7.3.1 每 个 fn 都 是 w 到 wn 上 的 函数 . 

证 明 : 对 任意 a < wn, S 


Da = {p : 存在 (分 < dom(p) 使 得 p(n,i) = a}. 


对 任意 po E P, 取 充 分 大 的 i 使 得 (n,i) g dom(po), 令 p = 
Po U {{(n,t),a)}. 显然 PE Da E p < po. 从 而 Da 是 稠密 的 . 
从 而 GN Da KZ, Ba e ran(fn). 于 是 ran(fp) = wp. Oo 

在 本 例 中 ， 我 们 考虑 满足 x(n,i) = (n,j) 的 wxw 上 的 置 
hr, 每 个 这 样 的 置换 可 按 如 下 方式 诱导 出 P 上 的 自 同 构 ( 仍 记 
为 7): 


dom(x(p)) = {a(n,i) : (n,i) € dom(p)}, 
m(p)(m(n,2)) = p(r(n, 1). 
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S HAG 为 PP 的 所 有 这 些 自 同 构 组 成 的 群 。 对 每 一 n€w, 令 
Ay, = {r : 对 任意 有 < n 及 任意 1? €E wä A7(k, i) = (k, 2)}, 
再 令 HAF 为 由 {Hn : new} 生成 的 滤 子 . 
引 理 7.3.2 HAF 4 HAG 上 的 正规 滤 子 . 


证 明 ， 只 需 证 明 对 任意 置换 p 及 任意 n Ew 都 有 pHnp-! E 
Ay. SHER re Hn, k<n,iew, A 


prp '(k,i) = pr(k, j) = p(k, j) = (k, J). 
故 pHnp™ C Hy. 另 一 方面 ， 对 任意 r € An, WA prp € Mn, 
从 而 pnp = r € pnp. 故 An C pHnp™. 从 而 万 = 
pHnp*. 
KAS 为 遗传 对 称 名 字 组 成 的 类 ， N 为 相应 的 对 称 模型 
下 面 定义 fn 的 名 字 fn: 
dom(fn) = {(f,1)8 : n,iew), 
FallA DE) = Dip : p(n, i) € G}. 
引 理 7.3.3 fa € HS, Mill fa CN. 
证 明 : 显然 dom(f,) C HS. 因此 只 需 证 fn 是 对 称 的 。 对 
任意 7 EH 及 i Ew, 痢 有 
m(fa)(m((fi,2)”)) = (fn( (A, i)?)) 
=n(Xi{p : p(n,i) € G} = 2{rp) : p(n,i) €G} 
= >{p : p(n, i) € G} = fr((A,1)?), 
BCH (fn) = fr. 从 而 sym( fn) 2 Hn. 于 是 fa 是 对 称 的 。 D 
由 引 理 7.3.3 知 , + wh E N 中 都 是 可 数 的 ,从 而 ww < 
wr. WERNE wM 在 N 中 仍 为 基数 ， 则 必 有 WM = wl, 
从 而 wi 在 入 中 为 奇异 基数 . 
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引 理 7.3.4 设 更 为 一 公式 ， 且 设 sym(z) 2 Hn. MR 
2 更 (z), W pln|K®, 其 中 pin 为 p 在 集合 


{(k,t) : k < nH (k, i) € dom(p)} 


上 的 限制 . 
证 明 : 如 果 pln 不 力 迫 ©, WMA q < pln 使 得 gi- 了 B(z). 
取 io 充分 大 使 得 对 任意 i > io WA (k,i) 不 属于 dom(9)。 定义 
T 如 下 : 
n(k,2) =(k,t) 如 果 k 之 n 
| (k, i+ io) 如 果 k > n 


BAT E Hn Erp) 5 PMA. AW pH ele), i a(p)|L O(a (2). 
从 而 rp) Hale). 于 是 有 


qUx(p)|| ®(x) A -®(7), 


矛盾 。 从 而 引 理 得 证 . 口 
定理 7.3.5 oM 在 N 中 是 基数 . 
证 明 : 假设 wi 在 NN 中 不 是 基数 ， 由 于 wa < wf, 故 wM 
EN 中 可 数 . 即 有 w BoM! 上 的 映射 gEN . BIECHS Hg 
的 名 字 . Rp eG 使 得 


poH JARNO E. 


显然 必 有 一 n 使 sym(G) 2 Hn. 根据 引 理 7.3.4, 不 妨 设 poln = 
po. FERNEN, FE k ew 及 P 的 反 链 W( 即 W 中 元 素 两 
两 不 相 容 ) 使 得 |W| > wn, 且 对 每 个 pe WW, p < po, 且 对 任意 
p E W 都 存在 ap ft plLg(k) = dp. 

假设 不 然 ， 对 任意 k, 设 We 为 一 极 大 反 链 满足 对 任意 pE 
Wes p < po, 且 对 任意 p € Wi 都 存在 ap 使 pl 上 Hz 人 = âp. 则 
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必 有 |Wk| < wn+l。 对 每 一 上 , 令 Uk = {ap : p E We}, W 
|Uk| < wn. HSU = U{ : Kew}. 则 必 有 |U| < wn+l( 使 
用 M 中 的 选择 公理 ) 。 从 而 有 


po 上- 是 6 到 0 内 的 映射 ， 


了 矛盾. BFE k Cw, R P 的 反 链 W 使 得 |W] > ons, 且 
对 每 个 p € W, p < po, 且 对 任意 pe W 都 存在 序数 ap 使 
PILG(k) = Gp. 然而 这 也 是 不 可 能 的 ， 因 为 {pln : pe P} 中 总 
共 才 有 wn 个 元 素 . Kol! EN 中 是 基数 .定理 得 证 . 口 

推论 7.3.6 wf 在 N 中 是 奇异 基数 . 

证 明 : 因为 wN = wM HA wx EM 中 是 奇异 基数 , Bw 
EN 中 也 是 奇异 基数 . 口 

推论 7.3.7 ZEN 中 存在 可 数 多 个 可 数 集 , 它们 的 并 却 不 可 
数 。 

证 明 : wi! 在 N 中 均 可 数 , 而 wx = Ufo! : new} E 
N 中 却 不 可 数 ， 口 

例 7.4 在 本 例 中 我 们 将 构造 一 个 对 称 模型 ， 在 其 中 不 存在 
w 上 的 非 主 超 滤 ， 从 而 素 理 想 定理 在 其 中 不 成 立 。 

设 M 为 ZFC 的 传递 模型 ， 在 M 中 定义 


P={p : 2 为 有 穷 函 数 且 dom(p) C w x wHran(p) C {0, 1}}. 


EX P 上 的 偏 序 < 为 反 包含 关系 . 设 G 为 P 上 的 M- 脱 殊 集 . 
对 每 一 nEw 令 


on 二 {m : 存在 pe G 使 p(n,m) = 1}, 
A= {an : nEw} 
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分 别 定义 Gn, 4 的 名 字 Gn, 4 如 下 : 


dom(tn) = {A : mew} 
nM) = {p : p(n,m) = 1} 


‘om(A) = {Gn : nEw} 
A(G@n) =1 


对 每 一 X Cwxw, 可 按 如 下 方式 诱导 出 了 上 的 一 个 自 同 构 ( 记 
为 ox): 


p(n, m) 如 果 (mp m) g X 


ox(p)(n,m) = | 1—p(n,m) 如 果 (n,m) ex 


S HAG 为 所 有 这 些 自 同 构 组 成 的 群 。 对 w 的 每 一 有 穷 子 集 E, 


令 


fix(E) = {ox : XN(Exw)h3 8}. 

再 令 HAF 为 由 {fix(E) : E CwA Ss} ERHET. ABE 
HAF 为 正规 滤 子 . 令 HS 为 所 有 遗传 对 称 名 字 组 成 的 类 ，N 为 
相应 的 对 称 模型 .与 前 几 例 类 似 , 可 以 证 明 Gp, A 都 属于 HS, 从 
M an AEN. 

定理 7.4.1 €N 中 不 存在 w 上 的 非 主 超 滤 子 。 

证 明 : DEN 为 w LMS, FERIER D 为 主 
MET. 设 DD 为 DD 的 名 字 ， 且 设 pe G 满足 


2 人 五 为 8 上 的 超 滤 子 . 


Bi E X w 的 有 穷 子 集 使 得 sym( 万 ) 2 fix(E), 因为 E 有 穷 ， 
故 取 n 4 E. 从 而 存在 9 < p,q eG 使 得 


ql-ăn € Dat#¥q|--7(Gn € D). 
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不 妨 设 qz e DD( 另 一 种 情况 的 证 明 类 似 ) . 

取 mo 充分 大 使 得 对 任意 m > mo, (n,m) ¢ dom(q). + 
X = {(n,m) : m > mo}. W bn = ox(Gn), bn = in). 根 
据 ox 的 定义 不 难看 出 ， 对 任意 m > mo, 都 有 IM E df = 
| € ăn 由 此 可 知 ， an Mbp C mo, 从 而 an Nbr BAH 
的 .又 可 以 看 出 ， ox(g) =q, ox E fix(E) (从 而 ox(D) = D), 
ox(a)-ox(ăn) € ox(D), BM gl-6n € D. 于 是 an,bn € D, 
an Nbr E D. 故 DD 为 主 超 滤 子 .。 o 

本 节 的 四 个 例子 ， 不 同 程度 地 破坏 了 选择 公理 ， 因 而 选择 公 
理 相对 于 ZF 系统 是 独立 的 . 


5.8 线 序 原 则 (OP) 推 不 出 选择 公理 


在 第 二 章 中 ， 我 们 曾 给 出 了 选择 公理 的 几 个 弱 形式 ， 如 素 理 
想 定理 .要 证 明 素 理想 定理 确实 比 选择 公理 弱 ， 我 们 必须 找 一 个 
模型 使 得 在 其 中 素 理想 定理 成 立 ， 而 选择 公理 不 成 立 ， 实 际 上 哈 
尔 佩 恩 (Halpern) MRF 1971 年 证 明了 ， 在 例 7.1 中 的 对 称 
模型 N 中 ， 素 理想 定理 成 立 。 而 这 个 证 明 使 用 了 很 多 技巧 ， 非 党 
复杂 . 我 们 只 证 明 在 例 7.1 中 的 对 称 模型 N 中 每 个 集合 均 可 线 
序 ， 从 而 线 序 原则 (OP) 推 不 出 选择 公理 . 

设 M 为 一 传递 模型 ，N 为 例 7.1 中 的 对 称 子 模型 . co A, än, À 
也 分 别 如 例 7.1 . 为 证 明 方便 , 不 妨 设 M 是 N 的 一 个 类 ( 即 存在 
一 公式 B(x) 使 得 M = {x : N 上 更 (z)} 例如 不 妨 设 M = L. 
HC X HS 的 一 个 类 ， 令 


sym(C) = {r € HAG : x[C] =C}. 
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如 果 sym(C) € HAF, 则 称 C 为 对 称 类 .我们 还 假设 C 的 解释 
i(C) = {i(z) :zeCl 


也 是 N 的 一 个 类 . 
设 社 EHS,e 为 w 的 有 穷 子 集 ， 如 果 


sym(£) D fix(e) = {n € HAG : 对 任意 mn € e,7(n) =n}, 


则 称 e 为 鱼 的 一 个 支 集 (或 者 称 e HFT). 
设 五 S A 为 有 穷 集 ， 定 义 忆 的 一 个 名 字 巴 为 


dom(E) = {Gm : an € E}, EG) =1. 


BRE € HS. iw € HS, E= {an,,---,@n,}. 如 果 {ni,… ,ng} 
为 了 的 支 集 ， 则 也 称 E ETHE. > 


A={(E,2)? : BRIE}. 


不 难看 出 ， 入 HS 的 一 个 对 称 类 。 从 而 A 的 解释 是 N 的 一 
个 类 . 如 果 ACE, 2) 成 立 ， 则 称 E X z 的 支 集 (这 是 在 N 中 定 
义 的 ) . 

ip AAA, M p 为 一 有 穷 函数 是 dom(p) C w x w, 
ran(p) C {0,1}. 再 设 e Hw 的 有 穷 子 集 ， 令 


ple = 2 在 e x w 上 的 限制 . 
显然 ple C p. Hue BG B=RO(P)), 4 
ule =J {ple : p< u} 
同样 有 ule > u. HS 
Be = {ule : u € B}. 
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不 难 验证 Be 是 B 的 一 个 完备 的 子 布尔 代数 。 
引 理 8.1 iz P(t, vs 5 In) 为 一 公式 。 如 果 £1, vee En E 
HS, e 是 和 为，…, 知 的 支 集 ， 则 对 任意 力 迫 条 件 p 都 有 


Fpl- Eža, ues , En) Wiplel|}-O(%1, a) En). 


于 是 |O(Z1,---, Fn) € Be. 

证 明 : 只 需 证 明 不 存在 9 < ple 使 得 qH -O(%1,---, Fn). fE 
Raq < ple. 设 ele2 为 w 的 两 个 有 穷 子 集 满足 dom(p) C el xw, 
dom(q) C ez xw. 4 ig = max(e2) +1. 定义 w 的 一 个 置换 x 
mF: 


mn) =n 如 果 n Ee 

mn) =n 如 果 n E el 

mMn)=n+ig Mn € el Hn < io 

n(n) = 2io 一 n 如果 n € e] Hip <n < 2io 
mn) =n 如 果 n > 2io 


不 难看 出 el nx[ez] =e H r € fix(e) H p Al x(q) MA. mE 
9 一 更 ( +++, Fn) 
则 有 
PUR(g)| O(41,---, Zn), pUm(q)|--O(%1,--+, En) 
从 而 有 
pUn()|F OF, +++, Fn) A 7®(Z1,-+-, En) 
了 矛盾。 引 理 得 证 o 
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引 理 8.2 Ree HS, ei,ez ZX MXR, Wei,eo her 
的 支 集 ， 从 而 XY 有 最 小 支 集 . 

证 明 : 不 妨 设 el ez 中 的 元 素 个 数 相等 . 令 e=elne2. 设 
nin nik 为 el 中 的 不 属于 e ICR, na, nok 为 e2 中 的 
不 属于 e 的 元 素 . 设 YE fix(e). 定义 m E fx(el), m2 € fix(e) 
满足 如 下 条 件 : 


m(n)=n 如 果 n Ee 
11 (Noi) = (noi) 如 果 i 二 1l, k 
m(n) =n men E e2 


malni) = m7 (r(nu)) MRi=1,---,k 
ma(n) = wy (x(n)) 如 果 n g e Ue 


显然 有 T= mm. 于 是 
T(E) = Nn (Ek) = 7. 


Mee oR. 引 理 得 证 . o 
对 任意 wE HS, 令 


8(W) = 它 的 最 小 支 集 . 
则 对 任意 re HAG 有 
s(x(T)) = a[s(w)]. 
设 p 为 一 力 迫 条 件 ， 令 
s(p) = {n Ew : 存在 m € w 使 (n,m) € dom(p)}. 


引 理 8.3 i ®© € HS, e = s(WW), n,p € HAG. 如 果 
Tle = ple, 则 (证 ) = p(w). 
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证 明 : 考虑 置换 pin, 对 任意 n Ee 有 
porlr(n) =p (aln) =n, 


从 而 pr € fix(e), p~'n(@) = 0. 于 是 1(W) = p). o 

引 理 8.4 i 7,9 € HS, p 为 力 迫 条 件 且 pHŽ = y. 如 果 
e1, 62 为 w 的 两 个 有 穷 子 集 且 el 和 e THE EM YOR. N 
FE ZE AS 使 得 el Neo Æ ZHR pH = 2, 

证 明 : 不 妨 设 el = 3(Z),e2 = s(y), Hit p HŽ = J. BR 
e1 Uez kt 5 Al y MXR. 根据 引 理 8.1 知 ，p|(el Veo) |L- = y. 
由 此 不 妨 设 p=2l(el U e2), 即 s(p) C e1 U ez. 

我 们 的 任务 是 寻找 一 ZE 万 3 使 得 s(2) C eiNe2 H plž = 
Zz FER WES, 为 书写 方便 ， 记 e = s(w), e = el n ez。 对 任 
意 g <p, Ë qi Ez, WA (应 用 引 理 8.1) 


q H Wee 
q H wey 
ql(eUe’Ues) |k HEX 
pUl(glleUe Ue)) 上 čez (8.1) 
(pU (qe Ve’ Ue) (eue ue) |H ež 
pU (q|((eUe’ Ue) N (eue ue)) |H ež 
pU (g(eue')) H vež 
同 理 可 证 ， 对 任意 的 9 < p, 如 果 qH ¢ z, WA 
pU(ql(eVe’))|-a g z (8.2) 
从 而 有 
pA|w € Z| = p A (| € lle) (8.3) 
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对 满足 p(w) < pl) 的 每 一 w, 令 
o(i) = {x(@) : n €fix(e N e2)} 

Ef olt) 中 ， 取 一 w 使 得 其 支 集 e= s(W) 满足 

eN (e Ue) Cene (8.4) 
4 

2(@) = |W € zll(e Ve’) (8.5) 
HS 

2(n(w)) = x(2(w)) (8.6) 


其 中 7 E fix(e: Meo). 不 难 验证 多 的 定义 是 合理 的 ( 即 若 ri, ro E 
fix(ei Ne2) H. mn (©) = mo(@), W m (Z(&)) = mo(Z(H))). 人 而 
对 任意 Te fix(e N e2), WE TZ) = Z, E e Ne XZE 
集 。 下 面 验证 pH = 7. 为 此 我 们 只 需 证 明 ， 对 任意 Je HS, 若 
p) < p(%), WE 


pA |v € Z| = paz) (8.7) 
设 e= s(5 ) 由 (8.6) AMPEG ATS BORER r € Biles Nen) 
使 得 0 = w, s(W) = a (e) 与 el Veg MRASH el ez 中 . 
从 而 


Z0) 一 To)) = 7 (hi € F||(s(w) U e')) (8.8) 


因为 Z(O) € Br-reyuer, 故 aED) MARAT r Æ r(e) Ue! 
十 的 限制 。 同 理 ， 由 于 r(e) = (0), r0) 也 仅 依赖 于 7 在 
me) Ue 上 的 限制 .于 是 我 们 不 妨 设 


r € fix(e1 U e2 — e U (e1 N e2)). (8.9) 
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由 《8.8) 式 知 
pA) = pAn(|w € z|I|s(w Ue’) 
= pA (\x(w) € r(Z)I|x(s(w) U e’) 
p (|v € x(z)lle Ve’) 


再 由 (8.3) 式 知 
pA [o € ž| = p^ (| € žile U e’) 
因此 要 证 (8.7) 式 只 需 证 
pA (jo € x(Z) fle Ve’) = pA (fë € zlle Ve’) (8.10) 


HA fv € ZleUe’ € Beve, MARIE, MEE q < p, Æ s(q—p) C 
eUe, 则 


(1) 如 果 gl-oe FMW Ar < g(r E x($)) 
(2) 如 果 qTM Ar < qlr g 7(Z)) 


下 面 我 们 证 明 (8.11)(1). 2 q < p WE s(q-—p) CeUe’ H 
qtiez. Sp=n", WA 


p E fix(e; Uez —eUe’), plen (e1 Uez)} Ce; Nez, (8.12) 


注意 到 s(p) C el Veo, Hl p 与 plp) AR. 
取 o € fix(el N e2) 使 得 


(8.11) 


ale, = plel 且 c € fix(e2) (8.13) 
根据 (8.12) 式 知 ， 这 样 的 o 是 存在 的 。 从 而 有 o(Z) = pS), 
alg) = p(y) E olp) C plp) Up. E pl-e = 9, Bee 


p(p) Upl-(@ = 9) A (o(%) = 0) 
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plp) Upl- p(®) = £ (8.14) 
再 令 7 = (pla) Up) =q Uap), WA 
r < a(p(p)) Up|t-n(o(£)) = 2(2) 


即 rl-n(Z) =. Xr <q, Mri-ve s. Mii ri Enr). 这 
就 证 明了 (8.11)(1) 。 同 理 可 证 (8.11)(2) .。 引 理 证 毕 . g 

引 理 8.5 N 中 的 每 个 元 素 x 都 有 最 小 支 集 . 

证 明 : 设 Ei, Eo 为 x 的 两 个 支 集 . 则 存在 Z, y Eg E BT 
HES, Fy 是 六 的 支 集 , Hil) = ri =y 从 而 存在 pe G 
使 得 pILE=%. 再 由 引 理 844, ENE: 为 xz 的 支 集 . o 

定义 8.6 KLECN 为 一 匹配 函数 ， 如 果 t 是 一 对 一 函数 日 
dom(t) 4 w 的 一 个 有 穷 子 集 而 ran(t) C A. 

设 写 为 一 匹配 函数 ， dom(t) = {n1,…,ng}, Bik 


tn1) = Ti) = Lipe 


WiC HS 满足 {n,---,ng} D s(Z). MR r hw HERA 
E 
n(n1) = i1, (Mg) = tk; (8.15) 
则 不 难看 出 (2) 是 惟一 确定 的 ( 即 如 果 m, ra 都 满足 (8.15) 式 ， 
则 mı (Z) = mo(%)). 因此 我 们 定义 
e(t, %) = i(a(Z)). (8.16) 


引 理 8.7 函数 e 是 六 的 一 个 类 . 
证 明 : 设 t 为 匹配 函数 ， 则 可 按 如 下 方式 定义 的 一 个 名 字 


She 


dom(#) = {(,8:)? : t(n) =i}, (A, zP) = 1. 
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假设 {n1, ,nxk} =dom(t) 且 设 
t(n1) = Titt; t(ng) = Li, 


则 有 
再 定义 如下: 
dom(@) = {((é,2)8,1(%))® : {为 匹配 函数 ,XZ € HS, 


| n € 及 4G 满 足 (8.15) 式 } 
EE, 2)? m(Z))?) = 1. 


显然 EC HS 为 一 类 。 不 难 验证 ， 对 任意 的 pE HAG, 都 有 


IER) = Zaal = 1 
PĒ) =F 

p(n(Z)) = pr(Z) 
p(m(nj)) = pli;) 


从 而 可 知 E 为 一 个 对 称 类 .显然 E ROPER (t,x), HEI 


函数 e 也 是 N 的 一 个 类 . 口 
定理 8.8 在 NN 中, FE N BI x On 的 一 对 一 函数 F, 其 
中 了 为 4 的 所 有 有 穷 子 集 组 成 的 集合 . 


证 明 , 由 引 理 8.7 中 的 证 明知 , MEERA t, RE € HS, 
# dom(t) 2 s(ž), 则 总 存在 re HAG 使 得 ;5 = elt, (2). 
对 任意 ze N, 定义 


F(x) = 2Z 的 最 小 支 集 . 
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对 任意 T, F(z) 为 有 穷 集 ， 设 其 中 的 元 素 为 Bris? **s Enzo 定义 
DO AC pa AK 上 为 


t(1) = 2p,,-++,t(k) = any. 


从 而 存在 乡 使 得 x = e(t, 9). 

由 于 MAN 的 一 个 类 (例如 M = L), E M 可 被 良 序 ， 
从 而 HS 可 被 良 序 . 设 f(a) 为 On 到 HS 的 一 一 对 应 ， 对 任意 
ZEN, F(z) 为 使 得 x = e(t, f(a)) 的 最 小 序数 a。 从 而 函数 


F(x) = (Fi (2), Fa(z)) 


就 是 N 到 了 x On 的 一 对 一 函数 . 口 
推论 8.9 NN 可 被 线 序 , 从 而 线 序 原则 (OP) 在 N 中 成 立 . 
证 明 : 在 入 中， 因为 4 为 实数 集合 ， 故 4 为 一 线 序 集 。 从 

而 4 的 所 有 有 穷 子 集 组 成 的 集合 了 可 被 线 序 . 于 是 Tx On 在 N 

中 可 被 线 序 。 再 由 引 理 8.8 知 ，N 可 被 线 序 (该 线 序 在 NN 中 是 

可 定义 的 ) 。 从 而 入 满足 线 序 原则 . 口 


5.9 kA TEE 


通过 前 面 几 节 的 例子 ， 我们 感觉 到 ， 对 称 模型 与 置换 模型 有 
一 定 的 相似 性 (例如 ， 例 7.1 中 的 集合 4 与 置换 模型 中 的 原子 集 
起 着 类 似 的 作用 ) .事实 正 是 如 此 ， 叶 赫 和 索 乔 (A. Sochor) 于 
1966 年 证 明了 ， 置 换 模型 在 某 种 程度 上 可 以 嵌入 到 对 称 模型 中 . 
定理 9.1 设 U 为 一 置换 模型 ，4 为 原子 集合 ，a HU 
的 任意 序数 . 则 存在 ZF 的 一 个 对 称 模型 N 以 及 U 到 NN BOHRA 
映射 + > x* 使 得 (Pu(4))? 5 (Pal AY 在 Ee- 关系 下 同 构 . 
该 定理 的 证 明 归 结 为 下 面 四 个 引 理 ( 引 理 9.2 一 9.5) . 
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我 们 在 ZFC-+AC 中 工作 , 设 4 为 原子 集合 , 且 设 M = 
Po(W. & HAG 为 A WERE, HAF 为 HAG 上 的 正规 滤 
F, U 为 相应 的 置换 模型 ， 再 设 a 为 一 序数 。 我 们 首先 构造 M 
的 脱 殊 模型 . 

设 ;为 正则 基数 且 K> |Po(A)], 定义 


P={p: p 为 函数 有 dom(p) C (A x s) x KH 
ran(p) C {0,1}H|p| < s}. 


定义 P 上 的 偏 序 < 为 反 包含 关系 。 
设 G 为 P 上 的 M- 脱 殊 滤 子 . 对 任意 a € 4 及 任意 上 < k, 


令 
Tag = {n<r : 存在 p € GE pla, én) = 1}. 
对 每 一 个 ra 定义 它 的 一 个 名 字 Foe 如 下 : 
dom(Zae) = {7 : n< K} 
Žal) = D{p€ P : pla én) = 1}. 
对 每 一 a€E A 令 a* = {ra : E< KK}, HS A* = {a* : a€ A}. 
同样 我 们 可 以 定义 a* 和 4* 的 名 字 种, AY 如 下 ， 


dom(a*) = {Fag : E< s}, 


G* (Fae) = 1 
dom(A*) = {a@* : a€ A}, 
A*(@*) = 1, 


由 于 对 于 每 一 个 a € A 我 们 已 定义 了 ar, 所 以 对 任意 ze P(A), 
我 们 可 以 归纳 定义 z* € M[G] WF: 


={y : yer} 
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同样 我 们 可 以 定义 到 为 


dom(z*) = {j* : ye z} 
(F) = 1. 


下 面 的 引 理 证 明了 映射 是 关于 属于 关系 的 同 构 映 射 。 

引 理 9.2 对 任意 z,y E€ Poo(A), 都 有 

(1) z E€ y HRX s*ey*, 

(2) z = y 4AM4 a* = y*, 

证 明 : RET 和 y 的 定义 容易 看 出 , Brey, W iz e 
Pl=1, 从 而 z* cy". 同样 ， WE = y, We =F] = 二 从 
而 2* =y*, 因而 我 们 只 需 证 明 


ZrE 人 六 一 2Ey (9.1) 
ag = y* >rT=y (9.2) 


我 们 将 归纳 于 P(A) 中 的 元 素 的 秩 来 同时 证 明 (9.1) 和 (9.2), 
首先 注意 到 ， 当 (a£) 关 (WE) 时 ， toe 关 tae. ATER 
(a,£), Zoe Z M. 进而 当 a,bE A 且 a 关 5b 时 ，a* 关 太 .从 而 可 
以 证 明 ， 对 任意 ZE Poo(4) ARIER (a,€), 都 有 2* F Lae. 

下 面 证 明 (9.1) 和 (9.2) . 

设 x” E y*, M y* RABE at, 否则 ，z* 就 等 于 某 一 zoe， 
而 这 是 不 可 能 的 。 因 此 必 有 一 z E y 使 得 z* = z*。 根据 归纳 假 
设 得 x = z. Ki x € y. 

arty WR r y KART, Wat Ay MR ry 都 不 
是 原子 ， 则 不 妨 设 存在 zEz (Hz¢y. 由 归纳 假设 知 ，z* E ze* 
A2¢y*, TET Fy". D 

下 面 我 们 来 构造 MI[G] 的 一 个 对 称 子 模型 N . 
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对 4 的 每 一 置换 p, > 
[ol = {r : x 是 4 x«% 的 置换 且 对 任意 a ASE < &， 
存在 Enla, E) = (pla), €')}. 
再 令 
HAG* = | J{le] : p € HAG} 


4 x& 的 每 个 置换 可 按 如 下 方式 诱导 出 P( 从 而 B = RO(P)) 上 
的 自 同 构 : 


m(p)(1(a, £), n) = pla, €,n) (9.3) 
因此 我 们 把 HAG 看 成 是 B 的 自 同 构 群 对 于 HAG 的 任意 子 
# H, s| 
H* =| Jlo] : p € H}. 
对 4 x& 的 每 一 个 有 穷 子 集 e, 令 
fix(e) = {n € HAG* : 对 任意 z € e, 有 r(z) =z}. 

we HAF* 为 由 

{H* : H € HAF} U {fix(e) : e 为 4 x 的 有 穷 子 集 } (9.4) 


生成 的 滤 子 ， 可 以 验证 HAF 为 HAG* 的 正规 滤 子 . 

HS 为 所 有 遗传 对 称 的 名 字 组 成 的 类 ， N 为 相应 的 对 称 
模型 . 由 HAF* 的 定义 ((9.4) R) A, Fog, G*, A 都 属于 HS. 
从 而 zoe,a*, 4* RAFN. 

引 理 9.3 对 任意 r, 都 有 


z EU 和 roo € HS, 
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证 明 : 只 需 证 明 
sym(x) € HAFS A (9.5) 
sym*(Z*) = {r € HAG* : 1(z*) = &*} € HAF* 


WR pE HAG H r € [ø], W p(x) = m(&*), 从 而 sym*(2) = 
(sym(z))*, 于 是 由 HAF* 的 定义 知 ， 如 果 sym(x) € HAF, 则 
sym*(%*) € 万 4F*. 另 一 方面 如 果 sym*(z*) € HAF*, 则 存 
Æ H € HAF 及 Axr HATH ec 使 得 

sym*(z*) = (sym(zx))* D H* Nfix(e). 


令 瑟 为 e 在 4 上 的 投影 , BE = {ae A : 存在 6 使 (a,e) €e}, 
则 sym(z) D HA fix(E). 从 而 sym(z) € HAF, 
引 理 9.4 对 任意 r 都 有 


zr EU 当量 仪 当 z* EN, 


证 明 : 由 引 理 9.3 知 , Hae CU, Mi Fe AS, 从 而 Zr EN. 
因而 只 需 证 ，z* € N 蕴涵 zx e U. 假设 不 然 , 设 z 为 使 得 zx CN 
fio ZU 的 秩 最 小 的 z. 从 而 > CU. RA CHS RpeG 
使 得 plHZ = 种. HF Ze HS, RHE He HAF RAXxK H 
有 穷 子 集 etë sym(Z) 2 H* N fix(e), 注意 到 z 不 是 对 称 的 ， 因 
此 存在 PE HO fix(E) 使 得 p(z) Az, IF E Æ e 到 4 上 的 投 
影 ， 又 因 |p| < s, HOH y< r 使 得 对 任意 a E A, E > y 都 有 
(a,€) £ dom(p) H (a,£) Ze. 下 面 定义 re [ø]: 

(1) MR a € E, Ml r(a,é) = (a, £), E< K 

(2) 如 果 ag E, W 


(pla), y +E), y¥<E<2y7 
m(a,€) 一 4 (pla), £), E<7 (9.6) 
(p(a), £) E> 2y 


187 


从 而 p n 满足 如 下 条 件 : 


(1) x(p) 和 p 相 容 
(2) xr € H* Nfix(e) (9.7) 
(3) p(x) =x 


进而 有 (2 = 27 EH hr = z7] =0. 然而 又 有 
m(p)|-m(Z) = n(2"*), 
于 是 我 们 有 
np) U pH Z = 7" Er (p) U pH? = n(2"). 


矛盾 ， 故 引 理 得 证 . 口 

引 理 9.5 ((Py(A))”)* = (Pa(A*))%. 

证 明 : 显然 左边 包含 在 右边 中 ， 因 此 只 需 证 右边 包含 在 左边 
中 . 我 们 采用 归纳 法 证 明 . 设 ze (Fa(4))nD yar yEeN., 
我 们 要 证 明 存在 2 EU 使 y= zx*. RYE AS Ay HAF. 
注意 到 P Æ r- 闭 的 ( 即 长 度 小 于 s 的 力 迫 条 件 的 递 降 序列 具有 
FH), A |z| < s, 可 知 存在 p E G 使 得 对 任意 te r, p 决定 了 
veg. > 


z= {ter : pit € 9}, 


BRA y= 2*. 因为 2* EN, 由 引 理 9.4 Mm, z EU, 口 

通过 比较 第 5.5 节 和 第 5.7 节 中 的 例子 ， 我 们 发 现 ， 利 用 对 
称 模型 证 明 一 些 命 题 相 对 于 ZF 的 独立 性 要 比 利 用 置换 模型 证 明 
这 些 相 对 于 ZFA 的 独立 性 复杂 得 多 . 峙 入 定理 使 得 我 们 能 利用 置 
换 模型 来 证 明 一 些 命题 相对 于 ZF 的 独立 性 ， 
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设 O(X,7) 为 一 公式 ， 其 中 的 量词 为 44 e P(X) 和 Vue 
P(X). 设 U 为 一 置换 模型 且 设 


U H 3X9(X,7) (9.8) 


i X cU fE O(X,y). BUE P(X) C Pal A) 的 序数 a, HK 
入 定理 知 ，U TRAFI ZF 的 一 个 模型 NN 中 . 由 于 B 中 的 量词 
ZAF P(X), wA N HEX, y), AME NE 3XEB(X,Y). 
因而 ， 要 证 上 述 命题 AX OX, y) 相对 于 ZF 的 协调 性 ， 只 需 构 造 
一 个 满足 该 命题 的 置换 模型 即 可 . 

例 9.6 设 M 是 ZFC 的 传递 模型 ， (7 <) 为 M 中 的 一 
个 偏 序 集 . 我 们 要 证 明 存 在 一 个 模型 N DM, 其 中 存在 一 个 集合 
{S; : ic I} EHER i,j CIMA 


i < 7 当 且 仅 当 |Si| < IS; (9.9) 


AT, 如果 7 不 是 线 序 ， 则 三 层 性 原则 在 N 中 不 成 立 . 因而 选择 
公理 在 N 中 不 成 立 . 

注意 到 我 们 的 命题 是 型 如 (9.8) 式 中 的 AX O(X,y), 所 以 只 
需 构造 一 个 满足 (9.9) 式 的 置换 模型 即 可 . 

容易 看 出 , RH i> {j eT : j <i}, <) 映射 
到 偏 序 集 (P(O), C) A. 因此 只 需 构造 一 置换 模型 U, 其 中 存在 
{Sp : p E P(I)} 使 得 


P C 9 当 且 仅 当 |Sp| < [Sq]. (9.10) 


设 4 为 原子 集合 ， 14| = 因 :w. lan : ielne w} 
为 4 中 元 素 的 一 个 枚 举 . 对 每 一 pe PUI), S Sp = {ain : i€ 
Pn € w}. 下面 构造 一 置换 模型 U HEB A: p 一 Sp ATU, 
H. U WE (9.10) 式 . + 


HAG = {r : 7 为 4 的 置换 ,Vi € I, Yn € wmm € W(T(ain) = aim) }. 
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设 HAF 是 由 {fix(B) : 瑟 为 4 的 有 穷 子 集 } 生成 的 正规 滤 子 。 
KU 为 相应 的 置换 模型 。 显然 每 个 Sp 都 属于 VU ， 从 而 映射 
h:p 一 Sp 也 属于 VU. mE pag, W Sp C Sg, 从 而 |Sp| < |Sol. 
余下 来 的 只 需 证 明 ， 如 果 pZ a, W |Syp| £ 15gl. 

设 pYg,ieEp 一 9. MEE U 中 有 |Sp| < |Sy|, Wit g EU 
为 Sp 到 Sg 内 的 单 射 . RE AG 的 支 集 . HPF E RAR, W 
可 取 n,m 使 得 aim, Qim Z E. 设 T 为 4 的 置换 且 满 足 

(1) (Qin) = Aim, T(Qim) = Gin, 

(2) # a F Qin, Qim, 则 z(a) =a, 
因为 x € fix(E), 所 以 T(9) = 9. 因为 i g q, BUA glain) = ajx, 
Ht ij 于 是 


9g(ain) = ajk = T(ajk) 一 T(g(ain)) 一 T(9)(r(ain)) = g(aim). 


于 是 9 不 是 单 射 ， FE. 口 


5.10 ” 脱 殊 模型 的 其 他 子 模型 


设 M 为 ZFC 的 传递 模型 . 在 第 四 章 第 4.6 节 中 ,我 们 定义 
T M 的 子 模型 (HOD)Y 和 (HOD[A])™”, 它们 都 是 ZFC 的 传 
PRA. 下 面 我 们 定义 M 的 另 一 种 子 模型 .为 方便 起 见 ， 我 们 将 
省 略 上 标 M . 

RAEM, S 


OD(A) = {X : 存在 4 中 的 元 素 的 有 穷 序 列 s 使 得 X € ODSA, s]} 
(10.1) 
其 中 


OD[A, s] = cl({Va : a € On} U {A, s}) (10.2) 
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容易 看 出 ， XE OD(A) 当 且 仅 当 存在 公式 ®, 序数 CQ1，… An 
和 A 中 元 素 的 有 穷 序 列 (z0,--+, Te) 使 


X= {u : (u,a, t, Qn, A, (£0,°-*,Zk))}. (10.3) 
我 们 称 OD(4) 中 的 元 素 为 4 上 的 序数 可 定义 集合 . > 
HOD(A) = {X : TC({X}) C OD(A)}. (10.4) 


称 HOD(A) 中 的 元 素 为 4 上 的 遗传 序数 可 定义 集合 . 

显然 了 OD(4) 为 一 传递 类 ， 且 关于 哥 德 尔 运算 封闭 ， 不 难 
验证 Va N HOD(A) € OD(A), 从 而 HOD(4) 是 几乎 全 的 . 所 
以 HOD(A) 是 ZF 的 模型 .与 HOD 和 HOD[A] 所 不 同 的 是 ， 
HOD(4) 未 必 满 足 选 择 公理 . 

例 10.1 设 MM 为 ZFC 的 传递 模型 (如 M = L). RFA 
P 与 例 7.1 中 的 偏 序 集 相同 ， 即 


P={p : pha% RM Adom(p) C w x wHran(p) C {0, 1}}. 


设 G 为 已 上 的 M- 脱 殊 集合 . 集合 ai,iii, A,A 如 例 7.1 ， 令 
N = (HOD(A))MIG\, 

定理 10.1.1 N 中 不 存在 一 对 一 函数 f : 4 On, 

证 明 : 假设 N 中 存在 一 对 一 函数 f : 4 On. 则 存在 4 中 
元 素 的 有 穷 序列 s = (x0,… ,Zk) 使 得 f € OD[4,s]. 由 于 了 是 
一 对 一 的 ， 故 A 中 的 每 一 个 元 素 都 属于 OD[4,s]. 取 zo0,… ,zk 
之 外 的 元 素 a E A. 因为 € OD[4,s], 故 有 公式 © 及 序数 
al ,ak 使 得 


M[G] H aW ZO(a, Ql Qn, S, 4) 的 惟一 的 元 素 (10.5) 
下 面 我 们 从 (10.5) 式 导 出 矛盾 . 
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设 3 为 5 的 名 字 . 再 设 a = ai, To = Qi0;… ,Yk = Giz. M 
存在 po 使 得 _ 
poll- (ăi, @1,--+, Gn, 5, A). 
Rj ew i 7 Ai, AMER m ew, (7,m) g dom(po). wm X 
w 的 置换 ， 有 旦 7 满足 
(1) mi) =j n(j) =i 
(2) 若 m F# ij, 则 n(m) =m, 
则 有 
m(G;) = Gj, T(E) = Gi, 
T(Gm) = am, m x i,j, 
n(A) = À, n(3) =3. 
因为 对 任意 m, (j, m) ¢ dom(po), i (i,m) ¢ dom(n(pp)). 于 是 
po 和 r(po) HA. 4 q = po U n(po), WA 
ql H ®(ai, a1, vee On, 8, A) 
ql ®(4;, â, Ts Ân, S, A) 
从 而 
q\}- (ŭi, â, tg An, 3, A) A O(4;,41, eeta Ân, 8, A). 


又 由 引 理 7.1.1 1, gla; AG. 3X9 (10.5) EFJ. o 
Sj 10.2 it M 为 ZFC 的 传递 模型 ， 令 
P={p : 2 为 有 穷 函 数 且 dom(p) C w x wl 且 ran(p) C {0, 1}}. 


P 上 的 偏 序 仍 为 反 包含 关系 . 设 G 为 M- 脱 殊 集合 , 在 MIG] 中 


令 


DF = {X : 存在 可 数 抹 Y C On 及 公式 8 全 = {u : 9(u.¥)}), 
HDF = {x : TC({x}) C DF}. 
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容易 验证 HDF 为 ZF 的 传递 模型 。 对 任意 a < wi, > 


aa = {n : 存在 p € G 使 p(n, a) = 1}, 
A = {aa : a€uy}, 


显然 aa, A € HDF, 类 似 于 定理 10.1.1 的 证 明 , 在 N = HDF 
中 4 不 可 良 序 。 从 而 选择 公理 在 N 中 不 成 立 。 然 而 我 们 可 以 证 
明 依赖 选择 公理 在 N PRZ. 

引 理 10.2.1 hfe MIG]. mR f Æw BN ABR, 
则 f EN. 

证 明 : 因为 对 每 一 n, f(n) EN, 所 以 存在 可 数 集 Sn C On 
使 得 f(n) 可 以 由 Sn EM. 从 而 f 可 由 (50, 51,.…) 定义 . 然 
m, (So, S1,…) 可 以 配 成 序数 的 可 数 序列 , 所 以 feEN。 oO 

引 理 10.2.2 依赖 选择 公理 在 N 中 成 立 。 

证 明 : ik RARE B 上 的 关系 , 目 设 忆 满足 Vx € Baye 

B(zRy). 在 MIG] 中 存在 序列 f = (zxo,z1,…,) 使 得 


toRzı, xı Rr, ore 


由 引 理 10.2.1 4, f EN. 从 而 N 满足 依赖 选择 公理 . D 

ic 10.2.3 由 引 理 10.2.1 知 ， 从 M[G] 中 看 ， N 关于 可 
数 序列 是 封闭 的 .因此 必 有 CMC CN ( 注 ， CMG 代表 w- 
可 构成 集 类 ) . 然而 由 于 CMIG] 也 关于 可 数 序列 封闭 (在 MIG] 
中 ), 故 MIG]F (P(w))" = (P(w))C. 又 由 于 Pw) 在 入 中 不 
ARF, REE C 中 也 不 可 良 序 . 于 是 V =C+-AC 是 相对 协 
调 的 . 
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5.11 没有 选择 公理 的 数学 


我 们 首先 考察 没有 选择 公理 时 实数 集 的 性 质 。 在 例 7.1 F, 
我 们 证 明了 命题 : 


存在 没有 可 数 子 集 的 无 穷 集合 4 CR (11.1) 


是 协调 的 (相对 于 ZF 系统 ), 其 中 ， R 为 全 体 实数 集 . 下 面 给 出 
命题 (11.1) 的 几 个 推论 . 

推论 11.1 存在 实数 集 5 及 一 实数 a 9 5 使 得 a 属于 5 
的 闭 包 但 不 存在 收敛 于 a 的 序列 {tn : n€Ew}C5. 

证 明 : 设 DCR 为 无 穷 的 D- AHR. 我们 断言 D AR 
A. EDR, D 中 每 一 点 都 是 孤立 点 . {In : nEw) 为 所 有 
端点 为 有 理 数 的 开 区 间 的 枚 举 。 对 每 一 de D, 让 d 对 应 于 使 得 
NOD = {d} 的 最 小 的 n 。 从 而 看 出 D 是 可 数 集 ， 与 D 是 D- 
有 穷 集 矛盾 . 设 a 为 万 的 聚 点 , $ S=D-{a}. 由 于 9 是 D- 
有 穷 的 ， 因 此 不 存在 收敛 于 a 的 S 中 元 素 的 序列 。 o 

推论 11.2 FER% f CR x R 以 及 aE dom(f) 使 得 f 
不 在 a 点 连续 , 但 是 对 任意 序列 {tn : nEw}, 如 果 lim xn =a, 
WW lim f (xn) = f(a). 

证 明 : 设 3 Al a 如 推论 11.1 的 证 明 中 的 5S 和 a . 定义 函数 
f 如 下 : 


0 如 果 z& 9 


从 而 f(a) = 0. 对 任何 序列 {rn : new}, 如 果 lima, =a, Wl 
必 存 在 no 使 得 {tn : n > no} NS =0 (这 是 因为 9 是 D- 有 穷 
集 ) Mit, WR lim zn =a, 则 f(a) = lim f (xn). 然而 在 邻 域 
XF, J Ea 点 是 不 连续 的 . 口 


a-f; 如 果 z € S 
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推论 11.3 存在 集合 全 CR, 它 既 不 是 闭 集 也 不 是 有 界 集 
(ED T RRS), 但 是 全 中 元 素 的 每 一 序列 都 有 收敛 子 列 . 

证 明 : 设 5 如 推论 11.1 中 的 S .我 们 可 把 区 间 (inf(S), sup(S)) 
保 序 映射 到 (一 00, +00). BT HS 在 该 保 序 映 射 下 的 象 . 显然 
T 也 是 D- 有 穷 的 且 人 不 是 紧 集 。 BRT 中 元 素 的 序列 中 只 有 有 
穷 多 个 不 同 点 (因为 了 是 D- 有 穷 集 ) 。 因 此 有 收敛 子 列 . B 

推论 11.4 存在 实数 空间 的 不 可 分 子 空间 . 


证 明 : 显然 每 个 无 穷 的 D- 有 穷 集 都 是 不 可 分 的 . 口 
定理 11.5 存在 ZF 系统 的 一 个 模型 ， 其 中 全 体 实数 集 R 
可 表示 成 可 数 多 个 可 数 子 集 的 并 . 


证 明 : 我 们 只 给 出 证 明 思 路 . 设 M 是 ZFC 的 传递 模型 ， 且 
设 M 满足 GCH( 广 义 连 续 统 假设 ) 。 令 


P={p: pClU{{n} xwxw, : new p EF}. 


P 上 的 偏 序 为 反 包含 关系 . 设 G 为 P 上 的 M- BURRS, MIC] 
为 相应 的 脱 殊 模型 。 令 


HAG = {r : 7 是 w x wi BR An(n, i) = (n, j}. 
显然 对 每 一 7 € HAG 都 存在 w WEH r 使 
n(n, i) = (n, 7 (i)). 
对 每 一 nEw 令 
Hn = {rE 如 4G : 对 任意 k < n,n'(k) =k}. 


$ HAF 是 由 {Hn : nEw) 生成 的 正规 滤 子 . 设 N 为 相应 的 
对 称 模型 。 对 每 一 n E w, 令 


Bn = {u €B : 对 任意 r € Hn, 7(4) =u}, 
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其 中 B= RO(P). 显然 每 个 B 都 是 B 的 完备 子 集 . 可 以 证 明 ， 
对 任意 nEw 有 


Bn ={(3 fp : pe 5}) : 5 CP 有 8 对 任意 € S,p = pin}, 

(11.2) 

其 中 pln = {(k,i,0) Ep : k <n}. 从 而 对 入 中 的 每 个 实数 z 
都 有 满足 下 列 条 件 的 名 字 T: 


dom(Z) C {m : m € w}, ran(Z) C Bn. (11.3) 


对 每 一 n, 设 Sn 为 所 有 满足 (11.3) 的 名 字 组 成 的 集合 。 定 义 Ra 
如 下 : 
dom(Rn) = Sn, Rn(#) = 1 (Ž € Sn). 


BR R, € HS, 从 而 函数 n -~ Rn 属于 N ,同时 有 R= ULR, 
nEw} 余下 的 只 需 证 每 个 Ra WR. 不 难 发 现 | 已 | = (wn4i)™. 
与 例 7.3 中 的 证 明 类 似 ， 可 证 每 个 w 可 数 。 从 而 定理 得 证 。 口 

下 面 我 们 证 明 ， 代 数学 中 的 一 些 定理 也 离 不 开 选 择 公理 . 

定理 11.6 存在 ZF 系统 的 模型 ， 其 中 存在 没有 基 的 向 量 空 
间 . 

证 明 : 根据 嵌入 定理 ， 只 需 构造 一 个 满足 要 求 的 置换 模型 即 
可 . 设 4 为 原子 集合 ， 且 4 为 可 数 无 穷 集 。 我 们 可 以 在 4 ER 
FH 十 和 使 得 4 成 为 有 理 数 域 上 的 无 穷 维 的 向 量 空间 ， 设 
HAG 为 4 的 所 有 自 同 构 组 成 的 群 。 对 4 的 每 一 个 有 穷 子 集 E, 


令 


fix(E) = {r € HAG : 对 任意 a e 已 有 r(a)] = a}, 


$ HAF 是 由 {fix(E) : 五 为 4 的 有 穷 子 集 } 生成 的 正规 滤 子 . 
设 U 为 相应 的 置换 模型 .下 证 AU 中 没有 基 。 
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设 B EU 为 4 的 线性 无 关子 集 . 设 ABARA EBH 
支 集 ， 即 sym(B) 2 fix(B). H [E] 表示 由 五 生成 的 子 空 间 。 下 
证 B 是 有 穷 集 。 假 如 不 然 ， 设 B 为 无 穷 集 . 由 于 [E] 是 有 穷 维 
空间 ， 故 存在 B 中 的 两 个 不 同 元 素 z,y 使 得 r, y 均 不 属于 [E]. 
i r € fix(E) 满足 r(x) = s +y (这样 的 7 是 存在 的 ) HF 
xE B, eM n(x) € B, 即 x 十 y € B. 然而 由 于 B 是 线性 无 关 集 ， 
故 x 十 y 4 B, FE. 故 B 是 有 穷 集 . 从 而 4 在 U PRA O 

定理 11.7 存在 ZF 系统 的 一 个 模型 ， 其 中 存在 一 个 自由 
群 ， 它 却 有 一 个 不 是 自由 群 的 子 群 . 

证 明 : 根据 嵌入 定理 ， 只 需 构 造 一 个 满足 要 求 的 置换 模型 即 
可 . WU Al 5.8 中 的 置换 模型 (原子 集 AETA, HAG 是 
A 的 所 有 置换 组 成 的 群 ， 互 4 已 是 由 {fix(E) : EC 4 有 穷 } 生 
成 的 正规 滤 子 ) . 设 BW A 中 的 元 素 作为 生成 子 生成 的 自由 
a. WF 中 的 元 素 可 惟一 地 表示 成 如 下 形式 : 


士 1 士 1 , . „t1 
Ay 02 an’, 


其 中 a; € A, H a; 4 ay! 不 相 邻 . 设 C 是 由 {zyz-lyr1 : 
x,y E€ F} 生成 的 子 群 。 下面 证 明 CHU 中 不 是 自由 群 . 

用 反 证 法 ， 假 设 C 在 U 中 是 自由 群 ， 则 设 QEUV 为 C 的 
ERT. AMEE A 的 有 穷 子 集 EC A 使 sym(Q) 2 fix(E). 
BwBuveAhuv¢g Ee. On EMOTE AMEE: 

nu) =v, A(v) =u, 

m(a)=a, afu,y, 
注意 ， 4 的 每 一 置换 都 可 诱导 出 F 的 一 个 自 同 构 。 让 我 们 考察 
C 中 的 元 素 c= wulu, e 可 惟一 地 表示 成 如 下 形式 : 


— ntl € 
c=q ‘gn, 
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其 中 qi E Q, c € {1,-l}. AF 


1,,-1 


r(e) = n(uvu tut) = a(u)a(v)a(u7!)a(v!) = vuv tu = c 
故 有 

c = nhi) nlar) = an a 
从 而 有 


m(q1) = 0p * -,™(Gn) = qi, 


el = 一 en en = EL 
从 而 可 知 n 为 偶数 ， 设 = 2k. 则 c= br(5-1), 其 中 
b= gg。 (11.4) 
由 5E 研 知 ，b 可 惟一 地 表示 成 
b = ad! ago (11.5) 
由 (11.4) MbEC. 再 由 C 的 定义 知 ， 每 个 ai 的 所 有 指数 的 和 
AO. 于 是 由 


c= uu ly ! = a? afm 
知 m=2 且 


al =U, Q =v,01=6=1, 


Sit b= uv. FÆ bF u 的 指数 的 和 不 为 0, 矛盾 .所 以 C 不 是 
Ame. 口 
定理 11.8 存在 ZF 系统 的 一 个 模型 ， 其 中 存在 一 个 域 ， 它 
没有 代数 闭 包 . 
证 明 : BARA, ME, 口 
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同样 在 拓扑 学 中 ， 许 多 结论 也 离 不 开 选 择 公理 ， 例 如 : 

定理 11.9 存在 ZF 系统 的 一 个 模型 , ERPS RMI 
成 立 。 

证 明 : WEA. 口 
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第 六 章 ”大 基数 与 选择 公理 


大 基数 在 公理 集合 论 (及 有 关 学 科 ) 中 占有 极其 重要 的 位 置 . 
所 谓 大 基数 , 就 是 这 样 的 基数 , 它 的 存在 性 能 够 推出 ZF 系统 的 协 
调 性 .产生 大 基数 的 方法 很 多 ， 其 中 一 个 很 重要 的 方法 就 是 把 w 
HER (其 中 有 些 性 质 需 要 选择 公理 ) 推广 到 更 高 层 的 基数 上 . 例 
如 ，w 是 正则 公理 基数 晶 满 足 Vn < w(2" <w); 如 果 k 也 是 正 
则 基数 旦 满足 VA < k(2^ < K), 则 称 & 为 不 可 达 基 数 . 设 & 为 不 
可 达 基数 ， 则 可 以 证 明 WV. 就 是 ZF 系统 的 一 个 模型 . 

大 基数 的 许多 性 质 也 需要 选择 公理 . 本 章 将 致力 于 揭示 选择 
公理 在 大 基数 理论 中 的 作用 . 若 不 特别 声明 ， 本 章 中 的 工作 都 是 
在 ZF 系统 中 进行 的 . 


6.1 不 可 达 基 数 与 玛 洛 基 数 


设 & 为 一 基数 ， 如 果 对 任意 基数 入 < k, A Atk, WK 4 
为 极限 基数 ， 其 中 和 A+ 表示 大 于 和 的 第 一 个 基数 。 如果 k 既是 正 
则 基数 又 是 极限 基数 ， 则 称 & 为 弱 不 可 达 基 数 . 

如 果 对 任意 基数 入 < K(k > w), 都 有 2 < k, 则 称 & 为 强 
极限 基数 . 如 果 s 既是 正则 基数 又 是 强 极限 基数 ， 则 称 A 是 强 不 
可 达 基 数 ， 简 称 不 可 达 基 数 . 

假设 GCH 成 立 ， 则 弱 不 可 达 基 数 与 不 可 达 基 数 是 等 价 的 . 


200 


我 们 用 EL 表示 命题 : “存在 不 可 达 基数 ”. 在 ZF 系统 中 
工作 我 们 有 : 

定理 1.1 MRK 是 不 可 达 基 数 ， 则 Ve 是 ZF 系统 的 一 个 
模型 ， 

证 明 : 除 蔡 换 公理 之 外 的 其 他 公理 的 证 明 都 是 容易 的 .因此 
只 证 蔡 换 公理 在 Vs 中 成 立 。 

设 (r, y) 为 一 公式 且 设 


Vi F Vasly®(a, y). 
设 F(x) 是 由 D(z, y) 定义 的 函数 ， 即 
y= F(z) HERAV,  O(z,y). 


IER X E Ve, W |X] < [Vel = s. 从 而 ED = |X| < s B 
FIX] C Vi. 从 而 必 有 a < r 使 得 FIX] C Va. FÆ F[X] € Vp. 
故 替 换 公 理 在 V 中 成 立 。 口 

引 理 1.2 如果 s 是 不 可 达 基 数 ， 则 有 ， 

(1) Vs F a 是 序数 当 且 仅 当 a 是 序数 ， 

(2) V; F 入 是 基数 当 且 仅 当 入 是 基数 ， 

(3) Ve 上 上 入 是 正则 基数 当 且 仅 当 入 是 正则 基数 . 

(4) Vi 上 入 是 不 可 达 基 数 当 且 仅 当 入 是 不 可 达 基 数 ， 

证 明 : BAS. 口 

定理 1.3 EI 在 ZF 中 是 不 可 证 的 . 

证 明 , 设 为 最 小 的 不 可 达 基 数 ， 则 由 引 理 1.2 知 


V 上 -EL 


从 而 Vi 是 ZF+-BEI 的 模型 。 于 是 El 在 ZF 中 不 可 证 . 


定理 1.4 在 ZF 中 ，HI 相 对 于 ZF 的 协调 性 也 是 不 可 证 
AN. 
证 明 : 用 反 证 法 ， 假 设 在 ZF 中 我 们 能 够 证 明 : 


如 果 ZF 协调 则 ZF+EI 也 协调 . 


设 ZF 是 协调 的 , 则 ZF+HEI 也 是 协调 的 . 由 定理 1.1 知 , 在 ZF 十 EI 
中 可 证 明 存在 ZF 的 一 个 模型 从 而 在 ZF+EI 中 可 以 证 明 ZF 的 
协调 性 . 同时 我 们 已 假设 EI 相对 于 ZF 的 协调 性 在 ZF 中 可 证 . 
从 而 ZF-+EI 的 协调 性 在 ZF 十 EI 中 可 证 .这 与 哥 德 尔 第 二 不 完 
全 性 定理 矛盾 . 口 

在 引进 玛 洛 基数 之 前 ， 我 们 先 给 出 两 个 概念 。 

定义 1.5 BK 为 正则 基数 ， CCK, 如 果 C 满足 如 下 条 
件 : 

(1) C 是 无 界 集 , 即 Va < KIL E Cla < B), 

(2) C 是 闭 集 , 即 va < (UIC Na) =a 一 aeC)， 
WE CA & 的 无 界 闭 集 . 

设 5SC wk 称 S 为 的 稳定 子 集 ， 如果 对 任意 无 界 闭 集 CC 
都 有 SAC AR, 

引 理 1.6 任意 有 穷 多 个 无 界 闭 集 的 交 仍 是 无 界 闭 集 . 

证 明 : 只 需 证 任意 两 个 无 界 闭 集 的 交 仍 是 无 界 闭 集 . 设 C, D 
为 两 个 无 界 闭 集 。 显然 CD BAK. 下 证 CmD 是 无 界 集 . 

任 设 ao < kk。 我 们 的 任务 是 证 明 存在 a € CND 使 得 
a > ao 首先 令 B 为 使 得 bo > a H Bo € C 的 最 小 的 序数 ， 
令 Yo 为 使 得 Yo > fo H yo € D 的 最 小 的 序数 . 设 Bayn BÆ 
X. 令 Basi 为 使 得 Basi > Wn A Baa E€ C 的 最 小 的 序数 .再 
令 qn+1 HEI Ynyr > Bayi 且 Ynya E D 的 最 小 的 序数 .这样 
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我 们 定义 了 一 个 序列 
ao<fo<m < <N< < bn < Mm < 


满足 对 任意 的 n 都 有 Bn EC, Yn ED. $ a= limpn = lim yn, 
MaeCnD, Am CAD BFR. OD 
命题 1.7 WK 是 不 可 达 基 数 ， 则 集合 


C = {A : 》 是 强 极限 基数 } (1.1) 


是 & 的 无 界 闭 集 . 
证 明 : 显然 C RAR. 下 证 C 是 无 界 集 . 设 we C .归纳 
定义 An 如 下 : 


Ao = gel An+1 = Qh | 


显然 基数 A = lim An 为 强 极限 基数 . 故 C 是 无 界 集 . o 
定义 1.8 设 “是 不 可 达 基 数 ， 如 果 集 合 


S={\ : 和 是 正则 基数 } (1.2) 


是 BRETA, M s 为 玛 洛 基数 . 
命题 1.9 设 /是 不 可 达 基 数 , 则 s 是 玛 洛 基数 当 且 仅 当 集 
A 


5' = {和 : 和 是 不 可 达 基 数 } (1.3) 


是 上 的 稳定 子 集 。 

证 明 : 充分 性 显然 . 下 证 必要 性 . 由 定义 1.5 和 引 理 1.6 知 ， 
SOC 仍 是 稳定 子 集 ， 其 中 C, 5 分 别 是 (1.1) RA (1.2) 式 定义 
的 集合 .由 不 可 达 基 数 的 定义 知 ， 8 2 SNC. 故 S' 也 是 稳定 
子 集 . 口 
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定理 1.10 设 M CN 是 ZF 的 两 个 传递 模型 满足 Mn 
On= NNOn H (VY = (VY. W) 

(1) K 是 N 中 的 不 可 达 基 数 当 且 仅 当 & 是 M 中 的 不 可 达 基 
数 . 

(2) & 是 N 中 的 玛 洛 基数 当 且 仅 当 A 是 M 中 的 玛 洛 基数 . 

证 明 : AH. o 

定理 1.11 

(1) 如 果 ZF+EI 协调 则 ZFC+EI 也 协调 . 

(2) 如 果 ZF+“ 存 在 玛 洛 基数 ”协调 则 ZFC+"“ 存 在 玛 洛 基 
数 ”也 协调 . 

证 明 : 如 果 V 中 存在 不 可 达 基 数 ( 玛 洛 基数 ), 则 由 定理 1.10 
Sl, L 中 也 存在 不 可 达 基 数 ( 玛 洛 基数 ) . 而 工 上 AC, 故 定理 成 
3L. o 

引 理 1.12 i F Æ ZFC 的 传递 模型 ,为 M 中 的 力 迫 偏 
FR, «OW M 中 的 正则 基数 , 且 设 |P| <r. 则 对 MIG] 中 的 “的 
每 一 个 无 界 闭 集 C 都 存在 M 中 的 一 个 无 界 闭 集 万 使 得 DCC. 
从 而 如 果 Se M 在 M 中 是 的 稳定 子 集 则 它 在 M[G] 中 也 是 
REFS. 

证 明 : HR Č EC 的 一 个 名 字 ， 则 有 po e G 使 得 


pol-G ÆR 的 无 界 闭 集 . 


令 D= {a : |â € Č|< po}. BRD EC 的 一 个 子 集 且 DD 是 
Wi. 下 证 D 是 无 界 集 . 

设 ao < kK. 我们 将 找到 一 个 a > ao 使 得 pol|-&@ eĈ. 对 每 
一 个 p< po, VEE q < p R— B > a È qlH8 E. S 


W = {gq < po : 存在 6 使 中 Be Č}. 
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对 每 一 g € W, BR By EA GILB, E Č. 由 于 |P < r iW] < n. 
从 而 aa = sup{By : ge W} <r. 不 难看 出 对 任意 p < po 都 有 


pIK3B € Clao < B < â1). 


类 似 地 我 们 可 以 找到 a2 < aa <… < an <… 使 得 对 任意 nn 及 
任意 p< po 都 有 


pI-38 E€ Clan < B < G41). (1.4) 


4 a= liman. 由 (1.4) 式 知 pol-@ eG. 从 而 D 是 无 界 闭 集 . 
QO 

引 理 1.13 设 M 是 ZFC 的 传递 模型 ，A 为 M 中 的 基 
$, PHM 中 的 力 迫 偏 序 ，G 为 上 的 M- 脱 殊 集 合 ， 如 果 
IP <k WA 

(1) Æ s Æ M 中 是 不 可 达 基 数 则 它 在 M[G] 中 仍 是 不 可 达 
基数 . 

(2) # k 在 MM 中 是 玛 洛 基数 ， 则 它 在 M[G] 中 仍 是 玛 洛 基 
$. 

证 明 : (1) 不 难 证 明 ， 对 任意 A > |P| 都 有 , 若 和 在 MM 中 
是 正则 的 则 它 在 M[G] 中 也 是 正则 的 . 故 « 在 M[G] 中 是 正则 
i. 另 一 方面 ， 对 任意 A < n, (2>)MIGl < |RO(P)P <k. HK 
在 M[G] 中 是 不 可 达 基 数 . 

(2) 因为 < 在 M 中 是 玛 洛 基 数 ， 故 集合 


S={A<K : |A|> |P| 在 MM 中 是 正则 基数 } 
EM 中 是 稳定 子 集 。 又 由 于 |P| < xK, 故 
S={A<w# : |A| > |P| Æ M[G] 中 是 正则 基数 }. 
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再 由 引 理 1.12 知 ，5 在 M[G] 中 也 是 稳定 子 集 . 从 而 < 在 MIG] 
中 也 是 玛 洛 基数 . o 

引 理 1.14 设 M, k 如 引 理 1.13. 再 设 Pe M 为 力 迫 偏 
序 . 如 果 P Ek 闭 的 ， 则 有 

(1) « 在 M 中 是 不 可 达 基 数 当 且 仅 当 它 在 MIG] 中 也 是 不 
可 达 基 数 . 

(2) k 在 M 中 是 玛 洛 基数 当 且 仅 当 它 在 M[G] 中 也 是 玛 洛 
基数 . 

证 明 : h P 的 s- APEPRE, (Vi)! = (Ve), 再 由 定理 
1.10 知 引 理 成 立 . T 

定理 1.15 

(1) 如 果 ZFC 十 EI 协调 ， 则 ZF+EI+-AC 也 协调 . 

(2) 如 果 ZFC 十 “存在 玛 洛 基数 ”协调 ， ZF+“ 存 在 玛 洛 基 
数 "二 -~AC 也 协调 . 

WER: (1) 设 M 为 ZFC+EI 的 传递 模型 . +P 为 第 五 章 
5.7 节 例 7.1 中 的 偏 序 ，G 为 已 上 的 M- 脱 殊 集 合 。 则 由 引 理 
1.13 知 ， M[G] 中 也 存在 不 可 达 基 数 . 设 N 为 第 五 章 5.7 WH 
7.1 中 的 对 称 模型 ， 则 N 上 -AC .再 由 定理 1.10 知 ， N 中 也 
存在 不 可 达 基 数 . 

(2) 与 (1) 类 似 。 口 


6.2 ”分割 性 质 与 弱 紧 基 数 


设 3 为 一 集合 ， P={X;: ie TC P(S). 如果 UP=5 
且 了 中 任意 两 个 不 相同 元 素 的 交 是 空 集 ， 则 称 PP 为 5 的 一 个 分 
制 . 

由 上 的 一 个 分 割 书 ={ : i€ 了 } 可 定义 5S 到 I 上 的 
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一 个 函数 F 如 下 : 
F(z) =1 当 且 仅 当 z € Xi 
同样 ， 由 5S 到 了 上 的 一 个 函数 F 可 定义 8 的 一 个 分 割 ， 对 任意 


iET. 令 
Xi={z : F(£)=i}, 
显然 {Xi : i ET 为 5 的 一 个 分 割 。 因 此 我 们 常 把 S$S 到 了 上 的 
函数 也 称 作 是 S 的 分 割 。 
对 任意 集合 4 及 自然 数 n, > 


[AP ={X CA: IX|=n). 
当 4 为 序数 集 时 ， 常 把 [4j” 等同 于 集合 
{(a1, ,Qn) : a <+ < Qn 且 每 一 a; E A}. 


定义 2.1 HF H [A BT Ewe (A 的 一 个 分 割 )， 
PH G 4 为 F 的 齐 性 集 如 果 对 任意 匀 ,Y c [H]", BA F(X) = 
F(Y)(80 F # [H]” 上 为 常 函 数 ) . 

命题 2.2 设 大 > 1 JERAR, F Awal {1,---,k} 
上 的 函数 。 则 存在 F 的 无 穷 齐 性 集 . 

证 明 : 对 任意 i= 1,:-:,k, 令 

Xi={m : F(m)=i}. 
BR {X : i< k} Eura. 故 必 有 一 个 X; 是 无 穷 的 . 
口 
我 们 称 命题 2.2 为 抽 居 原则 (RKA). 


定理 2.3 ( 蓝 姆 塞 定理 ) 设 n> 0,k > 1 为 自然 数 , HEP 
为 w 到 {1,---,k} 上 的 函数 ， 则 存在 F 的 无 穷 齐 性 集 . 
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证 明 : 我 们 归纳 于 n 来 证 明 . 当 n = 1 时 ， 由 命题 2.2 知 结 
论 成 立 . 设 结论 对 n 成 立 , 下 证 结论 对 于 n 十 1 也 成 立 , RPA 
[wj"+1 到 {1,---,k} 上 的 函数 。 对 每 个 a Ew, 定义 [w 一 {a}]” 
到 {1,---,k} 上 的 函数 Fy 如 下 : 


Fa(X) = F({a}U X). 


由 归纳 假设 知 ， 存 在 无 穷 集 Hy Cw —{a}, 它 是 Fa 的 齐 性 集 . 
今 定义 无 穷 序列 {ai : ;ie w} 如 下 : 


ao = 0, 


441 = Ha; 中 大 于 ai 的 最 小 的 元 素 


不 难 验 证 ,对 任意 i Ew, 集合 {am : m >i} Fo, 的 齐 性 集 . 
& Glai) HEME. WGA {a : ie w} 到 {1,…,k} 上 的 函 
数 ， 由 命题 2.2 知 存在 无 穷 集合 H C {Qa; : i€w} 使 得 五 为 G 
的 齐 性 集 . 

对 互 中 任意 两 组 元 素 T1 < :< Enyi M yi <e < yng 
都 有 


F(21,-++,%n41) = Fy, (£2, °°: ,Tn+1) = G(x1) = 
Gly.) = Fy: (yay s Yn41) = F(Y, yng). 


故 HOP FER. 

注意 ， 本 定理 并 没有 使 用 选择 公理 ， 这 是 因为 SERTA 
的 每 一 个 分 割 的 无 穷 齐 性 集 都 可 具体 地 构造 出 来 . 

下 面 我 们 将 把 蓝 姆 塞 定理 推广 到 更 高 层 的 基数 上 . 为 此 我 们 
引进 一 种 新 的 记号 ， 设 6, 和 为 基数 ， n 为 自然 数 ， m 为 一 基数 
(有 穷 或 无 穷 ) 。 则 符号 


Kk (in 
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代表 如 下 分 割 性 质 : 对 任意 [k] 到 m 上 的 函数 F, 存在 基数 为 和 
的 齐 性 集 。 利用 这 种 记号 蓝 姆 塞 定理 可 表示 为 


w— (we, (nk Ew) 
引 理 2.4 对 任意 基数 k 和 A, 都 有 
2" A (A)? 


证 明 : i S= 0,1} = {f : f 为 /到 {0,1} 上 的 函数 }. 
Aik F 是 如 下 定义 的 [S]? 到 < 上 的 函数 ， 


F(f,9) = 使 得 f(a) 4 g(a) 的 最 小 的 序数 a. 
如 果 f,g,h 是 三 个 互 不 相同 的 元 素 ， 则 不 可 能 有 
F(f,g) = F(f,h) = F(g,h). 


因此 FF 不 可 能 有 基数 为 k (实际 上 是 不 可 能 有 基数 为 3) 的 齐 性 
SR, D 

引 理 2.5 假设 选择 公理 成 立 。 集 合 “{0, 1} 在 字典 序 下 没 
有 长 度 为 k+ 的 递增 或 递 降序 列 。 

证 明 : 我 们 只 证 明 没有 长 度 为 Kt 的 递增 序列 ( 递 降 的 情况 
类 似 ) . 用 反 证 法 , 设 {fa。: a < nt} 为 递增 序列 GEW). 设 
YS 6 为 使 得 {faly : a < Kt} 的 基数 为 k+ 的 最 小 的 序数 .不 
妨 设 对 任意 Sg E W 都 有 fly Zg. 下 面 我 们 导出 矛盾 . 

对 任意 w < KT, bo WE falfa = farilfa H falfa) = 0， 
而 farı (Ea) = 1, 显然 每 个 bq 都 小 于 Ye 根据 选择 公理 ， kt 
为 正则 基数 .。 故 必 存在 《 < 7 ERW 中 的 kt 多 个 f 都 有 
E = fa 然而 , MR ES Ea = Eg A falé = folt, WA fe < fast 
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H fa < fort, 于 是 必 有 fo = fa. 故 {falé :a< kt} 的 基数 
必 为 nt。 这 与 7 的 最 小 性 矛盾 ， 口 
引 理 2.6 假设 AC. 则 对 任意 基数 x, 都 有 


2 A (K*)3 


证 明 : 设 2* =A AK {fo : a <A} ARES “{0, 1} WA 
举 (这 里 需要 选择 公理 ) 。 则 字典 序 可 诱导 出 入 上 的 一 个 线 序 R: 
aRB 如 果 fa < fe. 下 面 定义 [A] 到 {0,1} 上 的 函数 F 如 下 : 


1， 如 果 a < 6 HaRB 


WR ACD SF AHHERE |H| = Kt, W {fa : a€ H} 包含 
一 个 长 度 为 kt 的 递增 或 递 降 序列 ， 与 引 理 2.5 FA. 口 
定义 2.7 对 任意 序数 a, 归纳 定义 Ja 如 下 
Jo =W 
Joti = |P(Ja)| 
Jy = sup{Ja : a <A}, ERREX. 
定理 2.8(Erdos-Rado 分 割 定理 ) 假设 AC . WER n > 
1, 都 有 


In > (arnt, 
证 明 : 我 们 归纳 于 n 来 证 明 . 首先 证 n = 1 的 情形 ， 即 要 证 
(22) => (w1)2. 


记 % = (2°)*, RF: [kP ow 为 一 函数 ,我 们 的 任务 是 证 明 存 
E F 的 基数 为 w 的 齐 性 集 . 
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对 任意 a eK, $ Fy 为 如 下 定义 的 上 一 {a]j 上 的 函数 : 
Fe(z) = F(a, 2). 


下 面 先 证 明 一 个 断言 ， 存在 一 个 集合 4 SA ER JA = 2° H 
对 任意 可 数 集 C C 4 RERucKk—C 都 存在 ve4-C 使 
F,|C = F,|C. 

为 证 明 该 断言 我 们 构造 一 个 序列 如 下 : 


AoC AC- CAC, a<w 


任 取 s 的 一 个 基数 为 2” 的 子 集 作为 Ao 如 果 a 为 极限 序数 是 
对 任意 6 <a, Ag POEM, WS Aa = Uf46 : 8 <a}. 设 
Ag BEX, X} Aa 的 每 一 可 数 子 集 C, 容易 验证 |{ FalC ae 
K-C}| <2", 取 Yc 为 使 得 


{FalC : a€K—-C}={F|C : a€n-C Ha< ye} 
的 最 小 的 序数 。 令 
Ag+ = Aa U (Ufo : CC Aa 可 数 }). 


由 于 |Aa| = 2”, ik Aa 的 可 数 子 集 的 个 数 也 是 22, 从 而 |Aa+1| = 
2 (这 里 用 到 了 s 的 正则 性 ， 因 而 用 到 了 AC). BES 4 = 
Ut4a : a < wj 显然 4 满足 断言 中 的 性 质 . 

下 面 证 明 存 在 F 的 基数 为 w 的 齐 性 集 . 任 取 ae k 一 4, 构 
造 4 中 元 素 的 序列 {za : a < wi} 如 下 : 任 取 A 中 的 一 个 元 素 作 
Ato. 设 对 任意 B <a, zp 已 定义 , 令 C = {rg : B<a}, 则 取 
v E A-C È FIC = FIC. $ ta =v, WX = {ta : a < uy}, 

EM X Bi w 的 函数 G mF: G(x) = Fa(ta). 则 必 存 
E H 44 |H| =o, AGH LAR BR. 容易 看 出 ， 如 果 
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a < B, Wl 
F(za, £8) = F 5 (Za) = Falta) = G(ra). 


故 五 为 了 FER. 

n > 1 的 情形 与 n = 1 的 情形 类 似 . BIO wi)”. 下 
iE Jf > (a) 2, Se = Jt, Fifi PtH 一 oo 为 函数 ， 对 任意 
a Enr, Fa 定义 为 


Falz) = F(z U {a}). 


类 似 于 n= 1 的 情形 ， 可 以 证 明 ， 存 在 A 的 基数 为 Ja 的 子 集 4 
使 得 对 A 的 任意 基数 为 .及 -1 的 子 集 C 及 任意 weE 一 0, ME 
在 vEk 一 C0, 使 F,|[C]” = F,|[C]”. 

fER a € k- A, 可 构造 一 集合 瑟 = {zo : a < Jtii}cah 
使 得 对 任意 a, Fs, lfza : 6< a) = Fllfzs : A< ol. 
定义 [X]” Fw 的 函数 G 为 


G(x) = Fy(z). 


根据 归纳 假设 知 ， 存 在 G 的 基数 为 w 的 齐 性 集 HC X, 容易 
EB, F(A) LARA, PHRF 的 齐 性 集 ， 定 理 得 
iE. 口 

由 引 理 2.6 知 ， 当 AC 成 立时 ， 我 们 不 能 把 蓝 姆 塞 定理 推广 
到 wi E, B wi A (w1)3. 一 个 很 自然 的 问题 是 ， 


是 否 存在 一 基数 > w 使 得 6 一 (5)2. (2.1) 


我 们 称 这 样 的 基数 为 弱 紧 基数 . 
引 理 2.9 假设 AC, 则 弱 紧 基数 是 不 可 达 的 ， 
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证 明 : 先 证 k 是 正则 基数 . 用 反 证 法 ， 设 & 为 奇异 基数 ， 则 
存在 一 集 族 4 = {4 : 7 < 和 | 满足 


(1) à <k, 

(2) A 中 任意 两 个 不 同 元 素 的 交 为 空 集 ， 
(3) |A,| < &, 

(4) =U. 


定义 函数 F : [k]? > {0,1} 如 下 : 


0, ma, pb 都 属 FRA, 


reo -人 om 


显然 F 没有 基数 为 k 的 齐 性 集 . FA. 
再 证 & 为 强 极限 基数 ， 如 果 存 在 入 < & 使 < < D> (这 里 用 
T AC). 由 引 理 2.6 (Œ: 引 理 2.6 使 用 了 AC) 知 ， 


2 A (A+), 


从 而 
K A (K)3, 

矛盾 ， 故 w 是 强 极限 基数 . 

Sel, k 是 不 可 达 基 数 ， 引 理 证 毕 . 口 

设 & 是 弱 紧 基 数 . 从 上 面 证 明 不 难看 出 , 如 果 不 假设 AC, 则 
我 们 只 能 证 明 出 。 « 是 正则 基数 且 对 任意 入 < kK LD. 在 第 
一 节 中 我 们 已 证 明了 不 可 达 基 数 和 玛 洛 基数 与 可 构成 公理 V = L 
协调 .下面 我 们 将 证 明 弱 紧 基数 与 V = DL 也 协调 . 

定义 2.10 一 棵 树 就 是 满足 如 下 条 件 的 偏 序 集 (T, <7): 对 
任意 x ET, 集合 {y ET : y <7 z7} EF <r 下 被 良 序 。 为 方 
便 起 见 ， 我 们 常用 了 表示 树 . 设 z ET, z 在 工 中 的 高 度 ht(T) 
就 是 集合 {VET : y <r z} 的 序 型 . 树 全 的 第 a ET, 为 集合 
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{x ET : ht(x) =a}. 树 工 的 高 度 ht(T) 就 是 使 得 TT =O 
最 小 的 序数 a. 设 ACT, 如 果 A 中 元 素 两 两 均 不 可 比较 则 称 4 
为 树 人 的 反 链 ， 如 果 A 中 元 素 两 两 可 比较 则 称 4 为 了 的 链 . 
设 BCT, 如 果 互 为 了 的 一 个 链 且 对 任意 序数 a < ht(T) 都 有 
BOT, RE, WHR B 为 了 的 一 个 共 尾 枝 . 设 r 为 一 正则 基数 ， 
如 果树 T 的 高 度 为 k HIER a < 都 有 |Tal] < K, WET X 
k- 树 。 

定义 2.11 设 A 为 正则 基数 ,如 果 每 一 - 树 都 有 共 尾 枝 ， 
则 称 k 具有 树 特性 , 

引 理 2.12 若 上 是 弱 紧 基数 则 对 任意 A <n, 上 £2, HK 
具有 树 特性 ， 

证 明 : i 是 弱 紧 基数 。 只 需 证 明 s 具有 树 特性 . ET WH 
一 k- P. HF k 是 正则 基数 ， 故 他 | = 上 。 故 不 妨 设 人 =。 
我 们 按 如 下 方式 把 <r 扩充 为 卫 上 的 线 序 R: 

(1) MR a <r B, MS aRP, 

(2) 如 果 a, B 不 可 比较 ， 则 设 E 为 使 得 a,6 在 第 & 层 上 的 
前 趋 og, Be 不 相同 的 最 小 的 序数 . 如 果 ae < Be WIS aRb. 

定义 F: [k]? 一 {0,1} WF: 


1, Fa <r BHaRB, 
F({a, B}) = 
(fa, 8} É ai 
因为 k 是 弱 紧 基数 ， 故 F 存在 一 基数 为 的 齐 性 集 H, 令 
B={xeET: {aeH : z<7T ol =x}. 


由 于 T 的 每 一 层 的 基数 都 小 于 s, 故 工 的 每 一 层 中 至 少 有 一 个 元 
RAT B (注意 H 为 良 序 集 ) . 不 难 验证 ， B 是 了 的 链 ， 从 而 
BeT HERE. 口 
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引 理 2.13 如果 s 是 不 可 达 基 数 且 k 具有 树 特性 ， 则 s 是 
PEE. 

证 明 : i F: [k]? > {0,1} 为 函数 . FERIA ER 
树 (TS), 它 的 元 素 为 一 些 函 数 t:7Y 一 {0,1}, y <k. S to=l. 
假设 已 经 定义 了 加 ;五 四， B < a < kk。 则 归纳 构造 to 如 
T: 设 已 经 构造 了 如 发 . MR 如 | 等 于 某 个 tp (注意 如 |0 = to), 
则 令 ta(é) = F({B, a}); Gil, $ ta = talé. 

由 于 & 是 不 可 达 基 数 ， 故 人 的 每 一 层 Tu 的 基数 小 于 k, 且 
T 的 高 度 为 k. MAM T Æ nr- 树 。 由 题 设 知 荆 有 共 尾 枝 B. S 


Ho = {a : ta E€ B Hto ~ (0) € B} 
H, = {a : ta E B Hte > (1) € B} 


H to (i) = tU {(dom(t),i)}, i=0,1. BR Ho, Hi ME F 
的 齐 性 集 ， 且 至 少 有 一 个 的 基数 为 k 3ER, o 

根据 引 理 2.12 和 2.13 可 以 看 出 ， 如 果 假 设 AC, N s 是 弱 
紧 基 数 当 且 仅 当 «6 是 不 可 达 基 数 且 k 具有 树 特性 . 

为 证 明 弱 紧 基数 与 V = 工 协调 ， 我 们 再 给 出 一 个 引 理 。 

引 理 2.14 设 是 不 可 达 基 数 且 具有 树 特性 ， ACR 
如 果 对 任意 a <k, ANGEL, WAEL. 

证 明 : 比较 复杂 ， 限 于 篇 幅 略 去 , 读者 可 参考 文献 21]. o 

定理 2.15 WF k 是 不 可 达 基 数 且 具有 树 特性 ， 则 在 可 
构成 模型 L 中 是 弱 紧 基数 . 

证 明 : 显然 k 在 工 中 是 不 可 达 基 数 . 下 证 k 在 二 中 具有 
HE. WT BL k- 树 , RET =r Ao <p BOR 
Qa < 6, BRT 4 V 中 也 是 %- W. 由 引 理 2.12 知 工 在 V 中 有 
HBR B. 对 任意 a <k, Oy B-o 中 的 最 小 元 ， 则 有 


BnNa={€E€T : E<ry}eL, 
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从 而 由 引 理 2.14 知 BEL BRBAL Pie T 的 共 尾 枝 。 
口 
BABIN, BIB AC, N s 是 弱 紧 基数 列 含 < HEL 中 也 是 
弱 紧 基数 ， 弱 紧 基 数 与 ZF+-AC 的 协调 性 将 在 第 四 节 中 给 出 . 


6.3 ” 蓝 姆 塞 基 数 与 可 构成 公理 


设 和 为 一 基数 ， 记 PANSY 为 集合 U{[A”: n < w}. 我 们 用 
记号 6 一 Ap 代表 如 下 命题 ， 对 任意 分 割 : [K] 一 m, 都 
存在 x 上 的 基数 为 和 的 子 集 H 使 得 对 每 一 me w, FHI 为 党 
函数 . 

设 为 一 基数 ， 如 果 有 


K > (KS? 


则 称 6 为 蓝 姆 塞 基数 . 

显然 蓝 姆 塞 基 数 比 弱 紧 基数 强 ， 即 蓝 姆 塞 基 数 一 定 是 弱 紧 基 
数 . 下面 我 们 将 证 明 : 

定理 3.1 如 果 存 在 蓝 姆 塞 基数 ， 则 V AL, 即 可 构成 公理 


PRL. 
为 证 明 该 定理 ， 我 们 先 给 生理 
定义 3.2 设 忆 为 一 形式 语言 . .4 = (4,…) 为 上 的 模型 . 


其 中 4 > .再 设 了 CS A。 mana 自然 数 n K LE-AR 
(r1, fn) 都 有 


A F Planan) 当 且 仅 当 .4 H ®(B1,… Ba) (3.1) 


RH or <…<an 和 1<.… < Bn A I PATH, WER I 
为 模型 A 的 不 可 辨 元 集 ， 了 中 的 元 素 成 为 不 可 辨 元 . 
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引 理 3.3 KK 为 无 穷 基数 且 设 
k> (a), 


其 中 a 为 极限 序数 ， 入 为 无 穷 基数 . WRC 是 一 形式 语言 且 
IL) < à, 且 如 果 AW £ 的 一 个 模型 满足 4 2 K, 则 A 有 序 型 为 
a 的 不 可 辨 元 集 . 

证 明 : FOWL 的 所 有 公式 组 成 的 集合 (WA IF] < (LI). 
定义 函数 F: [k]<2 一 PIF) 如 下 : 如 果 r = {Ql1,…,anj, 其 中 
al < .… <n, 则 

F(x) = {®(21,++-,2n) : AF ®(a1,-+-,Qn)}. 


由 已 知 条 件 知 ， 玉 有 序 型 为 a 的 齐 性 集 7 Cw. 不 难 验 证 了 是 
A WATT PCR. o 
引 理 3.4 如 果 & 是 蓝 姆 塞 基数 上 且 入 < %, 则 


k 一 (K)<”. 


证 明 : iF: [ss 一 入 为 函数 . 定义 函数 G : [eA 一 
{0, 1} 如 下 ， 如 果 


Q1 Sse L Ak < Aggy < +++ < Qok 
Bink 
F(a, +, Qk) = F(apsi,+++, Qn) 


则 令 


G(a1,-++,Q%) = 1; 
对 于 其 他 的 Ze [K]<”, S G(z) = 0, 
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RACK AG 的 齐 性 集 且 | 五 | =r. 我 们 断言 对 每 一 及 
每 一 ZE [H]*, 都 有 G(x) = 1. 这 是 因为 | 如 | = K > à, 故 必 有 
H 中 的 元 素 


Oy <--> < Qk < Aggy < < Mog 


使 得 

F(ay,+++, ax) = F(agsi,-++,Q2%). 
TARIE H Æ F THER, WR a <--> < On 和 有 < +++ < Bn 
为 H 中 的 元 素 ， 则 取 H 中 的 元 素 y < < Yn 使 得 an <n, 
Bn < V. 从 而 有 


Ga On V1, Yn) 三 CO +t, Bn Yl, In) =1, 
于 是 有 


下 (al Qn) = Fy Yn) = F(b, Bn). o 


推论 3.5 设 为 蓝 姆 塞 基数 ，L 为 一 形式 语言 且 |C| < k, 
再 设 A 为 上 的 一 个 模型 且 4 2 k. 则 A 有 一 不 可 辨 元 集 ， 其 基 
数 为 k. 

证 明 : 根据 引 理 3.4, 按照 引 理 3.3 的 证 明 方 法 即 可 . 口 

设 4 为 语言 C 的 模型 且 ADK. 再 设 TCA 为 .4 的 一 不 
ACR. 我 们 假设 A 有 可 定义 斯 克 伦 函 数 ( 见 [21]), 即 对 任意 
公式 (u, 71,… ,Zn) 存在 一 n 元 函数 hs 使 得 

(1) FE V 使 得 


y= ha(z1, en , Tn) 当 且 仅 当 .4 H Uy, Tl Tn) 


(2) dy € A(A F (y, 21,--+, £n) > 
A H S(ha(r1, ote Tn), Ti, ,Tn) 
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设 BCJ4 为 了 关于 C 中 的 所 有 函数 及 A 中 的 所 有 可 定义 斯 克 
伦 函 数 下 的 闭 包 . 则 B 为 A 的 一 个 初等 子 模型 ( 见 [54], 4). 
我 们 称 B 为 工 的 斯 克 伦 闭 包 ， 或 说 是 工 生成 了 Bz 

引 理 3.6 ”假设 AC 成 立 . 如 果 上 是 蓝 姆 塞 基数 , 则 |PZ(w)| = 
Ww, 

证 明 : 设 x 是 蓝 姆 塞 基 数 ， 则 s 是 不 可 达 基数 (用 AC). 
故 有 P (w) C Le 考虑 如 下 模型 


A = (Lx, €, Pr(w), N)n<we 


则 A 是 语言 C = {€,Q, cn jn<w 的 模型 ,其 中 Q 为 一 元 谓词 (在 
A 中 解释 为 P(w) OL), cn, n <w, 为 常 项 符号 (在 A 中 解释 为 
小 于 或 等 于 w 的 序数 ) 。 由 推论 3.5 知 A 有 基数 为 的 不 可 辨 
TE I., 

因为 & 是 不 可 达 基 数 ， 故 Le 是 ZFC+V = 工 的 模型 ， 故 
4 有 一 可 定义 良 序 ( 见 第 三 章 第 四 节 ) 。 从 而 A 有 可 定义 斯 克 伦 
mR. 设 B 为 了 生成 的 模型 ， 则 8 为 4 的 初等 子 模型 。 显然 B 
中 的 每 一 元 素 t 均 可 表示 为 x = t(Y1,… mn) 其 中 t 为 斯 克 伦 
函数 的 项 ), Y1,… ,ym 为 了 中 的 元 素 . 

下 面 证 明和 集合 S = Pw)NINB 至 多 有 可 数 多 个 元 素 . 由 于 
S Æ Q 在 B 中 的 解释 ， 故 只 需 证 至 多 存在 可 数 多 个 元 素 EB 
使 B H Q(z). 

设 t 为 一 项 ， 则 对 不 可 状元 的 任意 序列 a < < an < 
Bi <… < Bn, AR 


t(a1,+++, Qn) = t(B1,-++, Bn) (3.2) 


RARR, RARR. WMR (3.2) 式 成 立 ， 则 对 了 中 的 任意 两 个 
序列 al On 和 Bi < … < Bn, RI PRERNA 
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使 an, Bn < ,从 而 有 
t(a , Qn) = t(yY1,* Yn) = t(bi, Bn). 


如 果 (3.2) 式 不 成 立 ， 则 取 了 中 元 素 的 序列 


O19 <te < Ong <a << L Ap See <a < < Ong <0, 
BRA NACH, A 

t(aig, +++, Ane) E tin, +++, Onn). 
REM, RE 

{t(a1,+++,Qn) : a< < an ET} (3.3) 


BAA 多 个 元 素 ， 要 么 只 有 一 个 元 素 . 

由 于 是 不 可 达 基 数 , 且 SC P(w)nLC P(w), 故 |S| < k. 
如 果 项 上 能 使 (3.3) RURAK k 多 个 元 素 , 则 对 任意 al <… < 
Qn E I, A taian) E S (注意 了 为 不 可 辨 元 集 ) 。 从 而 可 
Al, MFR tla, Qn) E S, W (3.3) 式 中 的 集合 只 有 一 个 元 素 . 

然而 L = w, 故 至 多 有 可 数 多 个 项 .又 由 于 B 中 的 每 个 元 
素 都 可 表示 成 i(Q1,… ,an) 的 形式 ， 故 |S| < w。 

注意 ， GEL, 的 初等 子 模型 且 |8| =k, 故 BMS Le 同 
构 (HL [21]) . 设 

rn: BEL, 


为 同 构 映 射 . 因为 每 个 n < w TEA 中 都 对 应 一 个 常 项 符 cn, BOR 
wU {w} CB. 从 而 对 B 中 的 任意 集合 和 Cw RA rX) =X, 
特别 是 ， 对 任意 X CS, r(X) =X. 从 而 有 7(S) = S. 于 是 
S = n[S] = n[P(w) N LNB] = P(w) N LN riB] 
= Pw) NLA Lp = Pw) N L, 
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从 而 |P(w)nZ <w. HER Plo) L > w, 故 必 有 [P(w)NL| = 
w。 引 理 证 毕 . o 

定理 3.1 EA: s 为 蓝 姆 塞 基数 .要 证 V = 也 不 成 
We. 用 反 证 法 , WV = LLRX, 则 选择 公理 成 立 . 由 引 理 3.6 知 ， 
|Pw) N L| =w. RMAF V = L, 故 Pw) = P(o) nL. 从 而 
P(o) 也 可 数 ， 而 这 是 不 可 能 的 。 从 而 定理 得 证 . 


6.4 可 测 基数 


定义 4.1 设 A > w 为 基数 . HK 是 可 测 基数 ， 如 果 存 在 K 
上 的 超 滤 子 U 满足 

(1) 对 任意 a € K, {a} ZU, 这 时 称 U 是非 主 的 。 

(2) 对 任意 a <s 及 {Xe :上 <alcD, 都 有 


{Xe : £<a} EU, 


这 时 称 U 是 n- 完备 的 。 

WU 是 k& .上 的 -完备 的 非 主 超 滤 子 . 对 任意 X C k, 如 果 
X EU, WEK 的 测度 是 1; 否则 称 X 的 测度 为 0 . 

命题 4.2 Be 是 可 测 基数 ， 则 

(1) s 是 正则 基数 ， 

(2) 对 每 个 入 < k, AH kK, 

证 明 : (1) 设 X r 上 的 k- 完备 的 非 主 超 滤 子 . 由 k- 完备 
性 知 , 小 于 & 多 个 0 测度 集 的 并 仍 为 0 测度 集 . XU 是 非 主 的 ， 
故 单 点 集 的 测度 均 为 0, 从 而 基数 小 于 « 的 集合 为 0 测度 集 ， 而 
K 的 测度 为 1, 故 A 必 为 正则 基数 ， 

(2) BA<K AK <2, TE 不 是 可 测 基数 (从 而 产生 巴 
JS). 如果 & 是 可 测 基 数 ， 则 存在 S$ C PO) 使 得 IS| =K AF 
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在 S 上 的 k- 完备 的 非 主 超 滤 子 UV。 下面 我 们 归纳 构造 一 列 集合 
Sa, < 和 使 得 每 个 So 的 测度 为 1 : 

So = S, 

Sa = 门 (Se : E< a}, 为 极限 序数 ， 
{XES:aceX} 如 果 该 集合 属于 U 
{XES:ag¢X} 否则 


根据 K- 完备 性 知 ， 


Sa+1 = 


(NHSa : a<A}eu, 


然而 容易 看 出 ， 站 {So。: a < 和 } 至 多 有 一 个 元 素 ， 因 而 为 0 测 
ER, 矛盾 . o 
命题 4.3 WRK 是 可 测 基 数 ， 则 x 是 弱 紧 基数 . 
证 明 : RU 为 上 上 的 n- 完备 的 非 主 超 滤 子 , AR F : : [x]? 一 
{0,1} 为 函数 .对 任意 a <k S 


Xa ={8 <k : a< 6 HF(a,8)=0}. 


A={a<«K: X,€U}. 


假设 ACU. 下 面 构造 H Ck: 

ho = A 中 的 最 小 元 ， 

hati = AN Xho 中 的 大 于 ha 的 最 小 元 ， 

Ay =AN(M{Xag : B < 和}) 中 的 大 于 每 个 hs (8< 入) 的 
最 小 元 ， 和 为 极限 序数 . 

由 于 过 是 A- 完备 的 且 k 为 正则 基数 ， 故 每 个 ha MERE 
义 的 . S 

H={ha : a<r} 
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容易 验证 对 任意 a€ H, Fla, b) = 0, 从 而 五 为 下 的 齐 性 集 量 
|H| = 六 

如 果 AZU, UMMA K-AEU, 类 似 地 可 构造 集合 HCk 
使 得 || = kK, 且 对 任意 a,b € H, 有 F(a, B) = 1, 

从 而 可 知 & 为 弱 紧 基数 . 口 

定义 4.4 设 {Xe : & <k} C P(r), 它 的 对 角 交 定义 为 

A{Xe : E<k}={a<k: a ef\{Xe : €<a}. 

定义 4.5 设 U 为 k 上 的 k- 完备 的 非 主 超 滤 子 , WRU 关 
于 对 角 交 封闭 ， 即 对 任意 {Xe : E < K} CU, 有 A{X¢ : E < 
K} EU, 则 称 U 为 x 上 的 正规 超 滤 子 . 

引 理 4.6 假设 依赖 选择 公理 成 立 。 如果 k 是 可 测 基数 ， 则 
存在 k 上 的 正规 超 滤 子 . 

证 明 : WU AK 上 的 &- 完备 的 非 主 超 滤 子 。 定 义 sk 上 的 
关系 ~ 如 下 : 


f~g 当 且 仅 当 {fa : f(a) = g(a)} EU. 
再 定义 “pk 上 的 关系 p 如 下 : 
fog 当 且 仅 当 {a : f(a) >g(a)} e 


显然 ~ 为 等 价 关系 ， 而 p 为 线性 关系 .由 于 U Bk 完备 的 ， 所 
以 不 存在 序列 
fopfip:.*pfnp:……. 
根据 依赖 选择 公理 ( 见 第 三 章 第 一 节 ), p | 为 良 序 关系 . 
对 任意 7 < k, cy 为 满足 Ya < K(c,(a) = 7) 的 函数 . 设 
了 为 使 得 fpcy, y< r 的 最 小 的 函数 .定义 D 如 下 : 
X ED 当 且 仅 当 f_1(X)eU 
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(H f(X) = {a : f(a) € X}) 不 难 验证 D 是 正规 超 滤 子 . 
口 

引 理 4.7 假设 依赖 选择 公理 . 如 果 & 为 可 测 基数 ， 则 & 为 
蓝 姆 塞 基数 。 

证 明 : 设 刀 为 上 的 正规 超 滤 子 . 1 F: [also > {0,1} 
为 函数 。 我们 将 证 明 对 每 一 n = 1,2,---, 存在 Hn € DAP 
在 [Hn] 上 为 党 函数. 从 而 五 = MH : new} Ee DAFA 
FER. 

我 们 只 需 归 纳 于 n 来 证 明 ， 对 每 一 n 及 F: [k] > {0,1}, 
HFE H € D E F E [H 上 为 常 函 数 . Yn = 1 时 显然 . 设 
结论 对 n 成 立 , 下 证 结论 对 n 十 1 也 成 立 . HP: [k] > {0,1}, 
对 任意 a < « 定义 [k 一 {Qa}]" 上 的 函数 Fa 如 下 : 


Falz) = F({a} Uz), 


根据 归纳 假设 , 对 每 一 a < k, 存在 Xa € D 使 得 Fy Æ [XQ |" L 
HERR. 设 ia 为 Fo 在 [Xo]J* 上 的 值 . 设 和 为 {TX : ae K} 
的 对 角 交 ， 即 

X=A{Xo : a<n}. 


因为 D 是 正规 的 ， 故 XED. 显然 X 为 集合 X = {yeEX : 
iy = 0} 和 集合 X = {y EX : i, 二 1} 的 并 . RBM, Fe 
这 两 个 集合 上 都 是 常 函 数 且 二 者 当中 必 有 一 个 属于 D . 
RETA, s 为 蓝 姆 塞 基数 ， D 
定义 4.8 设 M 为 一 传递 类 ，j : 7 > M 为 一 映射 如 果 
对 任意 公式 @(ol,…，,on) 及 集合 z1,… ，zn 都 有 


多 (Z1,… ,Zn) 当 且 仅 当 M H B(j(z1),…,j(zn)) 


224 


WE 7 AV 到 MM 的 初等 腊 入 . 今后 所 提 到 的 初等 嵌入 均 不 是 恒 
等 映射 ， 且 我 们 用 记号 
J:V>M 

表示 ;是 V 到 M BRA (M 为 传递 类 ) . 

引 理 4.9 Rj: V 一 M, 则 有 

(1) Ya(j(a) > a), 

(2) 存在 一 a 使 得 j(a) >a, 

证 明 : (1) 利用 超 穷 归纳 法 容易 证 明 . 

(2) 由 于 7 不 是 恒 等 映 射 ， 必 有 z 使 得 (rc) Ac. RRR 
小 的 这 样 的 z, 令 a = rank(z). 下 证 j(a) > a, 假设 不 然 ， 设 
j(a) =a, MR y € j(x), Hi 


rank(y) < rank(j(x)) < j(rank(x)) = j(a) = a. 


从 而 必 有 iy) = y, 于 是 y € z。 另 一 方面 ， 如 果 yer Wy 
jy) 二 YE j(z). 从 而 j(z) = z, FR. 故 引 理 得 证 , 口 
定理 4.10 ”如果 存在 初等 嵌入 


j:V—4M, 


则 存在 可 测 基 数 . 
证 明 : 设 < 是 使 得 j(%) > & 的 最 小 的 序数 .定义 U 如 下 ， 


X EU MARX Cw Aw € 9(X), 


只 需 证 U 是 一 个 k- 完备 的 非 主 超 滤 子 . 容易 验证 U 为 x 上 的 
wT. 对 任意 a < K, 都 有 


i({a}) = {i(a)} = {a}, 
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从 而 有 {a} ZU, RU WEERT. WHER X CK 有 


X EU 4A ne € j(X) 4AM 4K g j(K- X) 
HNK- XEU, 


从 而 U 为 超 滤 子 。 最 后 证 明 U 为 k- 完备 的 . y< a, {Xa : 
a<y}CU. WA 


«ef {ji(Xo) : a< y}. 


由 于 j(y) =y, 故 
(Mi(Xa) : a<7}=i( HXa : a< y}. 
于 是 MX : a<y} eU. SHEE. 口 


实际 上 ， 如 果 & 是 可 测 基数 ， 则 存在 初等 从 入 了 : V 一 MM 
( 见 [21] ，[23]) . 因而 存在 可 测 集 数 与 存在 初等 借入 7 :VV 一 M 
是 等 价 的 . 

由 于 在 依赖 选择 公理 下 ， 可 测 基数 是 蓝 姆 塞 基 数 ， 故 由 定理 
3.1 知 ， 如 果 存 在 可 测 基 数 ， 则 Y AL. REM OW RIE 
H V AL 比 从 蓝 姆 塞 基 数 出 发 证 明 V AL 要 简单 得 多 . 

定理 4.11 如 果 存 在 可 测 基数 ， 则 大工 . 

证 明 ， 用 反 证 法 ,， 设 站 = 工 . 设 7:T 一 M 为 最 小 的 可 
测 基 数 ， 且 设 7: V 一 M 使 得 jls) > 5。 由 于 Y = L, 故 必 有 
M = L, 于 是 有 


L H s 为 最 小 的 可 测 基数 ， 
LE j(K) 为 最 小 的 可 测 基数 . 


TA. BUA V £L. 口 
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选择 公理 对 自然 嵌入 了 :下 一 M 中 的 M 是 有 限制 的 .我 
们 可 以 证 明 

定理 4.12 假设 AC 成 立 ， 如果 7 :V 一 M APRA, 
WMAV 

为 证 明 该 定理 ， 我 们 先 证 明 一 个 引 理 ， 

引 理 4.13 假设 AC AIL. 设 入 为 一 基数 且 2 =r”. 则 
存在 函数 F: “和 一 入 使 得 对 任意 Y < 入 及 入 的 任意 子 集 A, 如 
R |A| =A, HFE s E€ YA 使 得 F(s) = 7。 

证 明 : 根据 AC,  {(Aa, Ya) : a < 2^} 为 所 有 序 对 (A,Y) 
的 枚 举 , 其 中 A C 入 且 |4| = 和 ,7 <A, 下面 归纳 于 a 定义 序列 
{sa : a< D}. Ba<2, 且 设 对 任意 6 <a, ss 均 已 定义 . 由 
FA = P > oa 故 可 取 sa E “Aa 使 得 对 任意 8 < a Sa #388. 

对 每 一 a < À, 令 F(sa) = Yo (如 果 s 不 是 某 一 sa, WS 
F(s) =0). 容易 验证 F BAAR. 品 

注 记 : 引 理 4.13 实际 上 对 任意 无 穷 基 数 都 成 立 . 

定理 4.12 的 证 明 用 反 证 法 , j: V 一 为 初等 嵌入 
设 ko 为 最 小 的 变动 的 基数 (7(ko) > Ko), 则 ko 是 可 测 基数 S 


ki = j(ko), Ko =J(K1), +++, Rng =J(Kn), + 
则 每 个 Kn 均 为 可 测 基数 . + 入 = sup{fkn : n<w}. 由 于 
Jin : 2 <w)) = (rn) : n< w) = (kny 2 n<w), 


M (A) =A. 4 G= jA = fia) : a < Ah 下面 我 们 将 导出 
矛盾 . 

不 难 验证 X = 2, 由 引 理 4.13 A, HEF: “和 -入 使 
得 对 任意 ACA, # |A| = A, 则 


FPA] ={F(s) : se “A} =), 
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由 于 jw) = w, jA)=A KF SIF) 具有 相同 的 性 质 ， 即 对 
EA ACA, Æ [Al =A, WI(P)PA] = 入 令 4=G, 则 存在 
sE”G (8 j(F)(s) =. 

不 难 证 明 ， 存 在 +:w 一 入 使 得 s = j(t) 且 对 任意 m < w, 
s(n) = j(t(n)). 从 而 有 


“一 了 DIGG) = i(F()). 


S a = F(t), We = jla). 而 这 是 不 可 能 的 (因为 对 任意 a < x, 
j(a) = a; 而 对 任意 a > n, j(a) > k), FE. RHE. 口 

注意 ， 到 现在 还 不 清楚 ， 在 没有 选择 公理 时 ， 是 否 存 在 初等 
RAG: VV, 


6.5 ”可 测 基 数 与 选择 公理 的 协调 性 和 独立 性 


在 本 节 中 我 们 将 证 明 下 面 两 个 定理 : 
定理 5.1 如 果 ZF 上 +“ 存 在 可 测 基 数 ”协调 ， 则 ZFC+“ 存 
”在 可 测 基数 ”也 协调 . 

定理 5.2 如 果 ZFC+“ 存 在 可 测 基数 ”协调 , 则 ZF+-AC+“ 存 
在 可 测 基数 ”也 协调 . 

定理 5.1 的 证 明 ， e 为 可 测 基数 ，U 为 k 上 的 k 完备 
HARES. 考虑 相对 于 可 构成 集 类 LU]. +0 =UNLUvI, 
可 以 证 明 L[U] = LU}. 我 们 只 需 证 明 在 LIU] p U Ek LAR 
备 的 非 主 超 滤 子 (从 而 在 LU] 中 上 是 可 测 基数 ) ， 

(1) HF xe LU] A KEU, KRKEUNLU] =U. 

(2) X,YeLU],AXCYHXeU. MY EU, Kit 
YE€UNLU] =U. 
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(3) {Xa : a < 7} € LU] (y < n), Hit {Xa : a< 


[HXa : a< y} eLU]nU =v, 


(4) 由 于 U 是非 主 的 且 可 CU, 故 可 也 是 非 主 的 . 


又 由 于 LIU) 满足 选择 公理 ， 故 定理 得 证 . o 
由 于 在 选择 公理 下 ， wi 不 是 可 测 基数 ， 因 此 要 证 定理 5.2 
只 需 证 明 下 面 定理 


定理 5.3 如 果 ZFC+“ 存 在 可 数 基数 ”协调 , 则 存在 ZF 的 
一 个 模型 ， 在 其 中 wi 是 可 测 基数 

证 明 : 我 们 采用 力 迫 方法 及 对 称 子 模型 ( 见 第 五 章 ) 来 构造 
所 需 模型 . 设 M 是 ZFC 的 传递 模型 ，& 为 M 中 的 可 测 基数 . 


令 


P={p: pCwxk Hp HAR RH. 


定义 P ERF < 为 反 包含 关系 . 记 B= RO(P). 4 HAG 为 
P 的 所 有 自 同 构 组 成 的 群 (P 的 自 同 构 可 诱导 出 B 的 自 同 构 ) 且 
$ HAF 是 由 


{fix(2) : ZCP HIZ| <x} 


生成 的 正规 滤 子 。 RG 为 B 上 的 脱 殊 滤 子 ， M[G] 为 相应 的 脱 
殊 模 型 ， NN 为 相应 的 对 称 模型 。 设 A C B, 如 果 


fix(A)= {r € HAG : Ya € A(r(a) = a)} € HAF, 


则 称 4 为 B 的 对 称 子 集 ， 
引 理 5.4 WMR B 的 每 一 对 称 子 集 4 的 基数 都 小 于 K, 则 A 
EN 中 是 可 测 基 数 . 
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证 明 : 在 N 中 令 
Ul = {X : 存在 Y €U 使 得 Y CX}. 
BAU 在 N 中 为 滤 子 。 要 证 U' 在 N 中 为 超 滤 子 只 需 证 


MEX Cr, WEAX 要 么 k —X 有 一 个 子 集 Y 使 得 Y CU 
(5.1) 
Fi (5.1). BX EN, X Cw, HX HX HME, 
则 容易 看 出 集合 


A={jaeX|] :a<«} 
是 B 的 对 称 子 集 。 则 |4| < %。 对 每 一 a € A, > 
Xo={a<k : jae X| =a}. 


容易 看 出 , Ža # b, N Xan X =0 H UX. : ae A}=%. 
从 而 必 有 一 个 ao € A 使 Xa EU. 如 果 ao € G, 则 Xa E X; 
否则 Xo Ck-X. 

要 证 U' 在 N 中 是 k- 完备 的 只 需 证 


如 果 {Xe :《< af] 为 6 的 一 个 分 割 ， 则 存在 Ze UV 及 上 使 Y CX 
(5.2) 
Pik (5.2). HF X {Xe : E< a) 的 对 称 名 字 ， 令 


A = {BE <a(B € FOI : B <«}. 
则 4 为 B 的 对 称 子 集 . 故 |4| < k。 对 每 个 we A, 令 
Yu = {8 : RE < a(ĝ E FEDI =u}. 
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则 {Yu : uc A} Hk, BUDA uo E AMY, EU. 
由 此 可 证 uo 必 属 于 G. 
WHER E< a, > 


Ag = {a € Yao : fa € FÊ = uo}. 


则 可 证 (利用 [7] 的 引 理 1.27) {Ag : E< a} 为 Yo 的 一 
个 分 割 ， 而 Yao E U, 故 必 有 一 上 < a 使 A EC UL 又 显然 
Ag C iF)(E) = Xe. o 
引 理 5.5 ÆN 中，& =a, 
证 明 : 只 需 证 明 对 任意 入 < K, A EN 中 可 数 即 可 . 设 了 是 
满足 如 下 条 件 的 名 字 : IEE nEw, a < 入 都 有 


IFA) =a] = {pe P : p(n) =a}. 


不 难看 出 ， f 是 对 称 名 字 且 了 的 解释 为 w 到 入 上 的 函数 ， 故 入 
E N 中 可 数 . 口 
根据 引 理 5.4, 要 证 wi 在 N 中 是 可 测 基 数 ， 只 需 证 明 ， 

引 理 5.6 对 B 的 任意 对 称 子 集 4 都 有 |4| <x. 

证 明 : 设 4 为 B 的 对 称 子 集 。 则 取 ZC P, |2| <s 使 得 
fix(A) D fix(Z), 对 每 一 wu € A, & Su = {pEP :p<w). 容 
易 看 出 ， 如 果 r € fix(Z), WA 7[S6] = Sy. A< KERZ 
中 的 每 一 元 素 p 都 包含 在 w x 和 中 . 下面 我 们 证 明 ， 如 果 存 在 
PE Sy 及 自然 数 n 使 得 p(n) > A, WEE q E Sy, 使 得 g(n) = 入 
ATER m +n, 有 qlm) = p(m). 

定义 w xk 的 置换 为 


| n(n, p(n)) = (n, A) 
n(m,a) =(m,a), 如 果 (m,a) # (n, pla). 
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Nia 可 诱导 出 B 上 的 一 个 自 同 构 ， 且 YE fix(2). 令 9 = 7”(p)， 
R q E Sy. 

根据 以 上 的 证 明知 ， 对 任意 p € Su, 可 惟一 地 确定 p' € Su 
使 得 对 任意 n € w, 若 p(n) > à, R p(n) = A; F p(n) < 入 则 
p'(n) 二 p(n). 定义 A 上 的 函数 f 如下: 

对 每 一 4E 4, 令 


f(u) ={p' : pe Sy}. 


显然 上 是 一 一 对 应 , H ran(f) C Pwx(Au{\})). 从 而 |4| < 2%. 
口 


6.6” 超 滤 子 定理 的 推广 与 强 紧 基数 


在 第 二 章 中 我 们 介绍 了 超 滤 子 定理 ， 
UFT: 任意 集合 S 上 的 滤 子 都 可 扩张 为 S 上 的 超 滤 子 . 
在 本 节 中 我 们 将 推广 这 一 性质 . 设 & 为 一 基数 . 
UFT(k): 任意 集合 S 上 的 &- 完备 的 滤 子 都 可 扩张 为 9 上 的 n- 
完备 的 超 滤 子 . 
定理 6.1 RAC. 则 UFT(wi) 不 成 立 . 
为 证 明 该 定理 ， 需 要 引进 乌拉 姆 矩阵 的 概念 ， 
定义 6.2 一 乌拉 姆 矩阵 就 是 满足 如 下 条 件 的 wi 的 子 集 族 
{Aon : a< wn < w): 


6.1 
(2) 对 每 一 a， 集 合 wi —U{Aen : n Ew} WR, (6.1) 


引 理 6.3 假设 AC. 则 乌拉 姆 矩阵 存在 . 
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证 明 : 对 每 一 6 < wl, R fe 为 w 到 上 的 函数 ( 需 用 AC). 
对 任意 a< a, n < Ww, 定义 Aan 为 


EE Aan 4 HAA feln) =Q. 


显然 对 每 一 n < w 及 每 一 上 《 < un, 只 有 惟一 的 a fH EE Aan, 
故 (6.1)(1) RMU. WR a < wy, 则 对 每 一 上 > a, WEE n, 使 
feln) =a, 于 是 (wl — UfAan : n<w} Ca, Am (6.1)(2) 成 
立 。 口 

定理 6.1 的 证 明 : ”只 需 证 明 不 存在 w 上 的 wi- 完备 的 超 
滤 子 即 可 . 设 {Aon : a < wi,n <w} 为 乌拉 姆 矩阵 ， 用 反 证 
法 , BU 为 wi 上 的 w- 完备 的 超 滤 子 。 则 由 (6.1)(1) 知 ， 对 
任意 a VE na 使 Aan, E U. 从 而 有 wi 的 不 可 数 子 集 厂 及 
— n <w 使 得 对 任意 a CW RA ng = n (BA AC). Mitt 
{Aon : aE W} 不 可 数 且 其 中 元 素 两 两 不 交 . FJA. 

实际 上 我 们 可 证 明 , 如果 AC 成 立 , 则 对 任意 基数 和, UFT( 和 +) 
都 不 成 立 ， 

定义 6.4 设 为 一 基数 . 如 果 UFT(r) RE, MPK & 为 强 
RE. 

显然 强 紧 基 数 必 为 可 测 基 数 ， 

定义 6.5 设 ,入 为 基数 且 < 入, P(A) 为 集合 


{TCA: jef < kK}, 


定理 6.6 假设 AC. 则 下 列 命题 等 价 : 

(1) s 为 强 紧 基 数 . 

(2) 对 每 一 A> k, 存在 P(A) 上 的 ke- 完备 的 超 滤 子 U 使 
得 对 任意 ze Palà), WA {y € P(A) : yDa}eu, 
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(3) k 为 不 可 达 基 数 且 对 无 穷 长 语言 euw( 见 第 四 章 第 十 一 
节 ) MERE D, WED 的 每 一 基数 小 于 k 的 子 集 2 都 有 
AA, WD 也 有 模型. 

证 明 : (1) 一 > (2) 是 显然 的 。 (2) => (3) 的 证 明 需 要 超 积 
方法 , 略 去 ( 见 [54],[4]) . 下 证 (3) => (1). RP 为 集合 S 上 的 
K- 完备 的 滤 子 . 设 Ln 包含 一 个 一 目 谓词 U 且 对 每 -- XC 9 中 
都 有 一 个 常 项 符 Cx 与 之 相对 应 . AD 是 如 下 语句 组 成 的 集合 ， 


0eD Cs EU, 

Cx E U, 对 任意 和 €F, 

Cx EUV (Cs — Cx) € U, 对 任意 X C S, 

A{Cx, EU : E<a} (Cx, > E<a}eu,a<rk, 
Cx C Cy, 对 任意 XX CY, 

Cx # Cy, SERX ZY. 


BD! WU TRA ID < s, WE 中 出 现 的 Cx 的 个 数 也 小 
于 k。 从 而 可 把 D 中 出 现 的 Cx 解释 为 F 中 的 元 素 。 再 根据 超 
滤 子 定理 ， FUP KARE FP’, 显然 PF 是 E 的 模型 由 (3) 
A, DEARA, METIE, FE S 上 的 一 个 k- 完备 的 超 滤 子 
U (E F CU, hr ERRER. o 

定义 6.7 Xaa < 入 为 P HITR, 定义 它们 的 对 
角 交 为 


A{Xo : a<Af=fy: ye [HXa > acy}. 


定义 6.8 BU X P(A) 上 的 超 滤 子 ， 如 果 U 关于 对 角 交 
封闭 ， 则 称 U 为 P(A) 的 正规 滤 子 ， 
定义 6.9 设 “为 一 基数 , 如 果 对 任意 A > n, 都 存在 P(A) 
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上 的 s- 完备 的 正规 超 滤 子 U 使 得 对 任意 ze P(A) 有 
{y € P(A) : yDz} EU, 


则 称 k 为 超 紧 基数 。 

根据 定理 6.6(2) 知 ， 超 紧 基 数 一 定 是 强 紧 基数 ， 

定理 6.10 « 是 超 紧 基 数 当 且 仅 当 对 任意 和 > K, 都 存在 初 
FRAJ: V 一 M 使 得 


(1)j(a) =a, fora < nk, 
(2)j(«) >A, (6.2) 
(3)j1 = Gla) : a< EM 

证 明 : 必要 性 的 证 明 需 要 用 超 积 方法 ( 见 [21],[45]), 略 去 . 


下 证 充分 性 . BAD &, j :Y 一 M AMSRABWE (6.2) R. 
定义 P(A) 上 的 超 滤 子 U 如 下 : 


X EU 当 且 仅 当 7[A] € j(X) 


不 难 验证 U 就 是 P.( 和 ) 上 的 正规 的 K- 完备 的 超 滤 子 ， 且 满足 对 
fe ce P(A), {ye P(A) : y2 zr} EU. 口 
定理 6.11 如 果 存 在 超 紧 基数 k, MV ALU), 其 中 UU 为 
k Ek- 完备 的 正规 滤 子 . 
证 明 : 设 V = LU), 下 面 导出 矛盾 . 设 入 = wt, 则 由 定 
理 6.10 知 存在 初等 嵌入 了 : Y  M 使 得 (6.2) REY. hT 
V = LIV], 故 必 有 M = L(V), WE 


j: L[U] > L(V) 
由 秀 福 尔 (J. H. Silver) [43] HA, LIU] F GCH, 故 有 
L{U] H |U| = k* (6.3) 


235 


又 可 证 明 ， 对 任意 X C M = L(V), # |X| <A = st, W 
X € M( 见 [21]) 。 从 而 由 (6.3) 式 知 UV € LL7(D). 同样 可 证 U 
在 LGU) 中 仍 是 < 上 的 s- 完备 的 超 滤 子 。 从 而 有 


Lij(U)) F s 是 可 测 基数 


又 
LIj(0)] F j() 是 可 测 基 数 


从 而 有 
LLj(U)] 至 少 存在 两 个 可 测 基数 . 


然而 由 库 南 (K. Kunen) 的 结论 知 ， L[j(D)] 中 只 有 惟一 的 一 个 
可 测 基数 ( 见 [21], 引 理 31.3). 矛盾. 故 必 有 VLIV].。 o 
下 面 我 们 来 证 明 强 紧 基数 未 必 是 超 紧 基数 . 需要 指出 的 是 ， 
下 面 的 两 个 结论 没有 使 用 选择 公理 . 
引 理 6.12 设 “为 可 测 基 数 ,如 果 集合 {a < k : a 为 强 紧 基数 } 
的 极限 为 , W & DERRER. 
证 明 : 设 天 为 上 的 上- 完备 的 超 滤 子 使 得 


C= {a < : a 是 强 紧 基 数 } € FF. 


设 和 > ,下 面 证 明 存在 P.( 和 ) 上 的 超 滤 子 U 使 得 对 任意 z 6 
P(A) RA {y E P(A) : y2 7z}eU. 
对 每 一 ae C, 设 Ua 为 Palà) 上 的 超 滤 子 , 定义 U WF: 


X EU 当 且 仅 当 fa EC.: XO Py(d) € Ug} € F. 


容易 验证 ， U 就 是 所 求 。 从 而 « 是 强 紧 基数 . 口 
定理 6.13 如 果 存 在 一 个 可 测 基 数 s 它 是 强 紧 基 数 的 极 
限 ， 则 这 样 的 最 小 的 基数 是 强 紧 的 但 不 是 超 紧 的 . 
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证 明 : 设 为 最 小 的 使 得 |{a < 上 : a 是 强 紧 基数 }| = 
的 可 测 基 数 。 由 引 理 6.12 知 ， A 是 强 紧 基数 .假设 k 是 超 紧 基 
数 ， 下 面 导 出 矛盾 . 令 入 = 2*, Rj: V 一 M 是 初等 嵌入 且 满 足 
(6.2) st (由 此 相知 MM C M) 。 从 而 有 


Íl) 为 最 小 的 使 得 


(6.4) 
{a <j(k) : a 是 强 紧 基数 }| = jx) 的 基数 . 


ME 


WR a 为 强 紧 基 数 ， 则 M Ejla) 为 强 紧 基数 . 然而 jla) = a 
从 而 有 
ME l{a<k : a 为 强 紧 基 数 }| = n. 


这 与 (6.4) AFE, Bow 不 是 超 紧 基 数 ， ó 


6.7 可 扩充 基数 


在 第 六 节 中 我 们 证 明了 ， 如 果 存 在 可 测 基 数 使 得 a<r : 
a 为 强 紧 基数 }| = k, 则 存在 一 强 紧 基 数 ， 它 不 是 超 紧 基数 (定理 
6.13) .然而 这 样 的 < 的 存在 性 却 需要 更 高 层 的 大 基数 ， 即 可 扩 
充 基 数 ， 并 且 需 用 选择 公理 . 

定义 7.1 一 基数 k 是 可 扩充 基数 的 , 如果 对 任意 a > 上 都 
存在 p 及 初等 谋 入 了: Va 一 Ve 使 得 


(1) 对 任意 ?7 < k, j(Y) = 小 


(2) j(K) > (2) 


定义 7.2 Wk A HERA 入 > 5。 如 果 存 在 P(r) 上 的 
K- 完备 的 正规 超 滤 子 U 使 得 对 任意 ze PLA) A {y © PA) : 
y 2 z} EU, 则 称 是 入 超 紧 的 . 
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BR, k 是 超 紧 基 数 当 且 仅 当 对 任意 A > k, 上 是 入 超 紧 
的 。 

引 理 7.3 设 入 > k 为 正则 基数 ， 且 设 是 入 BRM. 设 
a < k, 如 果 对 任意 7 < ki, a 是 7- BRAN, Wo 是 和 BRN. 

WEAR: 由 于 “是 入 超 紧 的 , BOR U 为 PB.( 和 ) BS k- 完 备 的 正 
规 超 滤 子 . 今 考虑 相应 的 初等 代入] :T >M. 设 对 任意 y< n, 
a 都 是 7- BAW. 由 于 jla) =a, 故 


M E 对 任意 7 < jls) a 是 Y- 超 紧 的 . 
由 于 j(%) > A, 故 知 
, M E a 是- 超 紧 的 . 
进而 有 
M F 存在 Pu( 和 ) 上 的 kr- 完备 的 正规 超 滤 子 . 


由 于 [P(A = 和 (这 里 用 了 选择 公理 ) OM C M, 故 知 存在 
Palà) 上 的 k- 完备 的 正规 超 滤 子 . 从 而 o HBR. oO 

推论 7.4 设 ;是 超 紧 基数 ，a <n, 如 果 对 任意 YY < ma 
是 7- 超 紧 的 ， 则 a 是 超 紧 基数 . 

定理 7.5 如果 上 是 可 扩充 基数 ， 则 存在 x 上 的 K- 完备 的 
TERRES D 使 得 {a < rk : a 是 超 紧 基数 } €D. 

证 明 : 设 上 > & 为 极限 序数 ， 则 存在 初等 嵌入 了: Ve 一 Vy 
使 得 (7.1) 式 成 立 ， 令 


D={X CK: KEG(X)}. 


容易 验证 D 为 x 上 的 s- 完备 的 正规 超 滤 子 . 根据 引 理 7.3( 注 意 
K 是 超 紧 基数 ) 知 : 


Vn SHERRY < j(K), n 是 7- 超 紧 的 . 
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从 而 必 有 
{a<r : 对 任意 Y < ,a Æ y 超 紧 的 } € D. 


由 推论 7.4 知 ， a 是 超 紧 基数 . o 
Hi 7.6 ”如 果 存 在 可 扩充 基数 ， 则 存在 一 强 紧 基数 k, 它 不 
是 超 紧 基数 . 
证 明 : 由 定理 7.5 和 定理 6.13 直接 得 到 . 口 


定义 7.7 设 “为 基数 ， 设 了 为 一 初等 嵌入 使 得 (7.1) 式 成 
立 。 对 任何 自然 数 n, 定义 Kn WF: 


Ko = K; 
Kn41 = J(kn), MRK, € dom(j). 
如 果 每 个 kn 都 有 定义 ， 则 令 
Ky 一 Sup{fkn : nEw} 


定理 7.8 Wi: Va > Ve. WÈ ku < a, WHA B < 
Ky + 2. 

证 明 ， 和 定理 4.12 的 证 明 完全 一 样 (注意 :本 定理 使 用 了 
AC1). o 

由 定理 7.8 知 不 存在 初等 嵌入 了: V42 > Vaate 然而 仍 
RAAF ETERA: 

I: 存在 初等 嵌入 了 : Veut 一 Veut. 

12: 存在 初等 嵌入 了 Veu 一 Views 

命题 7.9 I= I2. 

证 明 : 显然 . 口 

由 定理 4.12 知 , 在 选择 公理 下 , 不 存在 初等 嵌入 7 : V >V, 
m 11 #0 12 IBN “FEAEMIBRA 了: Va 一 WV” 的 命题 . 因而 I1 
和 了 2 都 接近 于 矛盾 的 边缘 . 其 中 选择 公理 起 着 至 关 重 要 的 作用 . 
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IC 7.10 WMA, PERR, WAR ML, KK 
的 层次 越 高 ， 它 与 选择 公理 之 问 的 距离 越 远 。 不 可 达 基 数 、 玛 洛 
基数 和 弱 紧 基 数 都 与 可 构成 公理 协调 .而 蓝 姆 塞 基 数 、 可 测 基数 
与 可 构成 公理 就 不 协调 了 。 然而 可 测 基数 还 与 了 = LU] 协调 . 
超 紧 基数 与 V = LU] 也 不 协调 了 。 IL 和 12 几乎 与 选择 公理 是 
矛盾 的 . 在 下 一 章 我 们 将 研究 与 选择 公理 矛盾 的 命题 . 
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第 七 章 “与 选择 公理 矛盾 的 若干 命题 


在 本 章 我 们 将 研究 与 选择 公理 矛盾 的 几 个 命题 . 着 重 介绍 决 
定性 公理 对 数学 的 影响 . 


7.1 s 上 的 无 界 闭 集 


在 第 六 章 第 一 节 中 我 们 引进 了 K 上 的 无 界 闭 集 和 稳定 子 集 
的 概念 (% 为 正则 基数 ) 。 这 里 我 们 进一步 研究 它们 的 性 质 . 

定理 1.1 

(1) 小 于 多 个 无 界 闭 集 的 交 仍 是 无 界 闭 集 ， 

(2) 任意 无 界 闭 集 的 序列 {Co : a < K} 的 对 角 交 


A{Ce : Ex<wb=f{a<k: a e HC: > E<a}} (11) 


仍 是 无 界 闭 集 . 
证 明 : (1) 设 {Ce : E< 7} 为 一 族 无 界 闭 集 (7 <n). 我 
们 将 归纳 于 来 证 明 


C=(UCe : € < (1.2) 


是 无 界 闭 集 . 
首先 由 第 六 章 的 引 理 1.6 知 ， 两 个 无 界 闭 集 的 交 仍 是 无 界 闭 
集 . 
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设 对 任意 & < y, 结论 成 立 ， 即 站 1C，: 7 <E 是 无 界 闭 
集 。 对 任意 上 < YS 


De 一 BO : < EL 
则 每 个 De 都 是 无 界 闭 集 ， 且 有 


Do 2 D1 D1… 2 De ID-.…, £<y, (1.3) 


显然 有 C = 门 {De : E<y}. 由 此 不 难看 出 ，C AMR. 下 证 
C 是 无 界 集 . 设 6 <n, WHERE, 定义 ae 如 下 : 

ao 二 最 小 的 ae Do 使 得 a > P, 

agyi = 最 小 的 Qa € Depi 使 得 ac > og, 

On = sup{ag : E< n}, n 为 极限 序数 且 m7 < 7 . 
S a=sup{ag : €<y}. 根据 (1.3) 式 及 每 个 De 的 无 界 闭 性 
Sl, a 属于 每 个 De, 从 而 a E C .从 而 可 知 C 是 无 界 集 . 

(2) 设 Ce, E < K, 为 无 界 闭 集 。 根据 (1) 不 妨 设 


Co2C2D.…2Ce3… (1.4) 
先 证 C = 人 {Ce : E< n) AAR. 设 Qn EC,n<Y, 令 
a=sup{da, : 7 <7}. 
对 任意 上 <a, 取 no 为 最 小 的 使 得 on > E. itl 
a =sup{a, : n <y En > no}. 


根据 (1.4) 式 及 对 交 的 定义 知 ， 当 > mm 时 ， an E Ce .从 而 根 
据 Ce 的 闭 性 知 ， a € Ce . 于 是 ae Ce :上 < oj .从 而 
acC., 
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下 证 C BAAR. 设 8 < &, 定义 序列 ao < al <.< 
an <--> 如 下 : 

a9 =6+1, 

Qn+1 = 最 小 的 序数 a > an 使 得 a € Co, . 
令 a=supfan : new}, 容易 验证 , WERE <a 都 有 a € Cz, 
于 是 a EC . Am C 是 无 界 集 . 

综 上 定理 得 证 . 口 

推论 1.2 设 C 为 k 上 的 无 界 闭 集 ， SAK 上 的 稳定 子 
集 ， 则 Cn 5 仍 为 稳定 子 集 . 

定义 1.3 SCUF={X CK: X AS—-tHEARAH} . 

容易 看 出 ， CUF 是 上 上 的 &- 完备 的 正规 滤 子 (需要 选择 
Am). 

命题 1.4 WRX 不 是 稳定 子 集 ， 则 上 一 XECUR . 

命题 1.5 RE S={a<K«: cla) =w} Xr EHRE 
子 集 ， 其 中 ca) 为 a 的 最 小 共 尾数 ， 即 cf(a) 是 最 小 的 序数 B 
使 得 存在 6 到 a 内 的 函数 f 使 得 a = Uran(f). 

证 明 : WC 为 无 界 闭 集 ， 则 C 中 第 w 个 元 素 必 属 于 S. 故 
S 是 稳定 子 集 . 口 

定义 1.6 WS: 5 一 为 函数 . 如 果 对 任意 ae S, a > 0， 
都 有 f(a) <a, WH f 为 5 上 的 回归 函数 . 

定理 1.7 假设 AC . 如 果 f 为 So 上 的 回归 函数 且 So 为 
稳定 子 集 ， 则 存在 一 序数 7 < n 使 得 {ae Sy : f(a) = 人 为 
RETR. 

证 明 : 用 反 证 法 . 设 对 每 一 7 < FA, 集合 {a € So : f(a)= 
站} 都 不 是 稳定 集 ， 从 而 取 无 界 闭 集 Cy 使 得 对 任意 a € SNC, 
flay. C=C : ¥<K}. 从 而 对 任意 a € SNC, 
都 有 f(a) > a . 而 So 为 稳定 集 ， C 为 无 界 闭 集 ， 故 SomC 不 
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空 。 从 而 得 出 /不 是 回归 函数 ， 矛 盾 。 口 
定理 1.8 假设 AC . 则 集合 S={a<k : cia) =w} i 
DARK 多 个 稳定 子 集 的 并 . 
证 明 : 对 每 一 ae 5, 设 fa: w 一 a 为 使 得 a = U faln) : 
n <w} 的 递增 函数 AAC). 首先 我 们 断言 ， 存 在 一 n 使 得 
对 每 一 7, 集合 
{a@ES: faln) > 人 (1.5) 


为 稳定 集 . 车 不 然 ， 则 对 每 一 n 存在 一 y, 及 一 无 界 闭 集 Cn 使 
得 对 任意 a E CnN S 都 有 faln) < yn( 需 用 可 数 选择 公理 ) . > 
y¥=U{mn : new HE C=MNC, : news. MCNS 
为 稳定 集 (推论 1.2), 因而 是 无 界 集 ， 显 然 对 每 一 waE CMmS 及 
每 一 ne w, 都 有 foln)<y7. ABH, COS 中 的 每 一 元 素 
a=Uf{faln) : n€w}<Y。 这 是 不 可 能 的 ， 故 断言 成 立 . 

设 n 使 得 对 任意 < n, (1.5) 式 中 的 集合 为 稳定 集 . 定义 5 
上 的 函数 g 如 下 : 

gla) = faln). 


显然 9 是 一 个 回归 函数 , 且 对 任意 7 < 5 RA faces : g(a) > 
7} 是 稳定 集 。 根据 定理 1.7 知 ， 存 在 6 > 7 使 得 集合 


S5={aeES : g(a) =ô} 


是 稳定 的 ， 显 然 不 同 的 Ss 是 互 不 相交 的 . 根据 k 的 正则 性 可 把 
S 分 割 成 < 多 个 稳定 子 集 的 并 . 口 
推论 1.9 假设 AC, 则 CUF 不 是 超 滤 子 。 
证 明 : 由 定理 1.8 知 ， 存 在 一 个 集合 X, 使 得 X Aw X 
都 是 稳定 集 ， 从 而 和 和 一 大 都 不 属于 CUF .于 是 CUF 不 
EHT. o 
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下 面 我 们 讨论 ， 当 r 为 可 测 基数 CUF 与 上 上 的 &- 完备 的 
正规 超 滤 子 的 关系 。 

引 理 1.10 设 U 为 k 上 的 r- 完备 的 超 滤 子 . WU 是 正规 
的 当 且 仅 当 对 任意 回归 函数 f 都 存在 X CU EBS EX EA 
WAR 

证 明 : (1) 必要 性 : 设 U WERT, fix 一 为 一 回归 
函数 .假设 对 任意 Xe,/ 在 乱 上 均 不 是 常 函 数 ， 则 对 任意 
y< kK, BE X = {a<r : fd y} EU. 由 于 7 是 正规 
的 ， 故 对 角 交 7 = A{X, : y<K} CU. 从 而 对 任意 a EY， 
ja) > wa. 这 与 了 是 回归 函数 矛盾 . 

(2) 充分 性 : 用 反 证 法 , 设 U 不 是 正规 的 ， 则 存在 U 中 的 元 
K 

X 2X, 2X, OI XD, E<k, 


它们 的 对 角 交 Y = A 人 {Xe : & < k} 不 属于 U .由 于 对 每 个 &， 
Xe 一 了 仍 属于 U, 故 不 妨 设 了 = 0 .定义 函数 SMP: 对 任意 


Q < pi > 
f(a) = 最 小 的 序数 E 使 得 a g Xe. 


下 证 f ERARA. 如果 存在 a 使 f(a) > a, 则 根据 f(a) HE 
义 知 ， 对 任意 《 <a,ae Xa。 从 而 aEY, 与 Y= 了 蔬 盾 . 于 
E U 是 正规 的 . 口 
定理 1.11 WF D Ær 上 的 s- 完备 的 正规 超 滤 子 ， CH 
k- 上 的 无 界 闭 集 ， 则 CeDD . 
证 明 : 用 反 证 法 , 设 C 4D, 则 kk 一 CE D .下 面 定义 k~ 
上 的 回归 函数 f: 对 任意 QaEk 一 0, 令 


fla) = 最 大 的 YE C 使 7 <a, 
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He, 由 于 a& C, 且 C 是 闭 集 ， 故 f 的 定义 是 合理 的 . 由 于 D 
是 正规 的 ， 根 据 引 理 1.10 知 ， 存 在 X ED 使 得 了 EX LAR 
函数 . 由 于 C 是 无 界 集 ， 故 这 是 不 可 能 的 . 从 而 CED。 D 

推论 1.12 假设 AC. 如 果 s 是 可 测 基数 ， 则 CUF 可 扩 
充 为 k- 完备 的 正规 超 滤 子 . 


7.2 P(A) 上 的 无 界 闭 集 


早 在 1973 年 ， 叶 赫 就 提出 了 P(A) = {2 CA : |z| < s} 
上 的 无 界 闭 集 的 概念 . BDC Pel), mE D= {za : a< 7} 
满足 
To CC CTG, a<y, 


则 称 D 为 一 链 。 
定义 2.1 设 CC P(A), 如 果 对 每 一 非 空 链 D CC 都 有 


|D] <s >| {z :repD}eoc (2.1) 
则 称 C 是 P(A) HAR. 如 果 有 
Yz EP(Ndy(r CyAy EC) (2.2) 


则 称 C 是 POA) 的 无 界 集 。 

如 果 C 既是 闭 集 又 是 无 界 集 ， 则 称 CH P.O) 的 无 界 闭 
集 . 

BSC P(A), 如 果 对 任意 无 界 闭 集 C C P(A) BA SNC 
不 空 ， 则 称 5 为 P.( 和 ) 的 稳定 子 集 . 

P(A) 的 无 界 闭 集 与 的 无 界 闭 集 有 一 些 相似 的 性 质 . 然而 
P.( 和 ) 的 无 界 闭 集 的 性 质 却 更 需要 选择 公理 . 
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命题 2.2 对 任意 ce P.O), BE {y E€ PA) : y2 2} 
是 无 界 闭 集 . 

定理 2.3 假设 选择 公理 ， 则 

(1) P(A) 上 的 小 于 k 多 个 无 界 闭 集 的 交 仍 是 无 界 闭 集 ， 

(2) 设 Ca, a < 和 为 P.( 和 ) 上 的 无 界 闭 集 ， 则 对 角 交 


C=A{Cy : a< A}= {z : cE {Cy : acr} 


也 是 无 界 闭 集 . 
证 明 : (1) it Ce, < a (a <k) 为 无 界 闭 集 . 下 证 


C=(\{Ce :<<o (2.3) 


是 无 界 闭 集 . 我 们 采用 归纳 法 证 明 . 设 对 任意 B <a, 集合 门 {Ce : 
E< p) 已 是 无 界 闭 集 。 于 是 不 妨 设 


co2C2C2DD2C2D… (E<a) (2.4) 


由 此 看 出 C 显然 是 闭 集 . 接 下 来 证 C 是 无 界 集 . 设 z € P(X). 
因为 Co 是 无 界 集 ， 故 取 zo € Co 使 C zo, 同样 取 zl € Ca 使 
To O21, 如 此 下 去 ， 可 得 到 一 序列 ( 需 用 选择 公理 ) 


TOCTICCTe Ce (2.5) 


满足 
(i) ZE C T+, 
(ii) ze D U{zn : n <E}, MR, E 为 极限 序数 
(iii) ze € Oe 

令 


y= | {ze : €<a} (2.6) 
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容易 看 出 ， y 属于 每 个 Ce, 从 而 y EC . FRC 是 无 界 集 . 

(2) 设 Ca a < 入 为 PB.( 和 ) 上 的 无 界 闭 集 . 令 C 为 它们 
的 对 角 交 . 我 们 的 任务 就 是 要 证 C 是 无 界 闭 集 。 先 证 C BA 
集 . 设 D CC 为 一 链 , HID| <k. 对 任意 ae UD, S 
Dao={zeD : aE€ xX}. 由 于 Q € UD, 故 Do FB. 
显然 Da 也 是 一 链 且 |Da| < n. 另外 ， 因 为 对 任意 ze Da, 
aexrHreC,Mxrec,. 从 而 Da C Ca. 而 Ca HA 
R, w UDa e Ca . 由 于 DD 为 链 ， 故 必 有 UD=UDa. 于 是 
UD ECa. 即 对 任意 ae UD BA UDE Ca, Mii UDEC, 
所 以 C EAR. 

最 后 证 C 是 无 界 集 . 设 ze P(A), 根据 (1) Mao 2 z 使 
zo E MCa : a€ zr}, Reda, fr, EN{Cy : aE zo}, M 
此 继续 下 去 ， 可 得 到 一 序列 (需要 用 选择 公理 ): 


ToC CnC 
使 得 对 任意 ”都 有 
In41 EN{Cy : AE In}. 


&y=Ufltn : new}, BRrCyHyecC. FEC 是 无 界 
集 . 口 
定义 2.4 设 SC P(A), f:S >A HBR. 如 果 对 任意 非 
ZTR r E 5 都 有 f(z) ez, WK f(z) 为 回归 函数 ， 
定理 2.5 假设 AC . 如果 5 是 稳定 集 且 SHS 上 的 回归 
函数 ， 则 存在 7 < 入 使 得 集合 


{rES : f(x)=7} 
也 是 稳定 集 . 
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证 明 : RS 为 稳定 集 ， 为 S 上 的 回归 函数 . 用 反 证 法 ， 
设 对 任意 Y < 入 , 集合 


{reS : f(z)=7} (2.7) 


不 是 PROA) 上 的 稳定 集 ， 则 取 无 界 闭 集 Cy 使 得 对 任意 ZE Cy 
都 有 f(z) #7. > 


C=A{C, : <A}. 


我 们 断言 COS =0. 如果 存在 z €E CNS, 则 对 任意 acc 有 ， 
ZE Co 从 而 f(z) ża. 于 是 f(z) gz, 与 上 是 3 上 的 回归 函 
数 矛 盾 . RONS=0. TRH 9 是 稳定 集 矛 盾 。 从 而 必 存 在 
y< 和 使 得 (2.7) 式 中 的 集合 是 稳定 集 . 口 
定义 2.6 WK, 入 为 不 可 数 正则 基数 ， 且 kk < 入. $ 


CUF(k, 和 ) = {X C P(A) : X BEPA) 的 一 个 无 界 闭 集 } 


由 定理 2.3 知 CUF 是 完备 的 正规 滤 子 .而 下 面 的 结论 说 
明 ， 若 选择 公理 成 立 ， 则 CUF PERT. 

定理 2.7 Be 为 后 继 函 数 ， 入 > «为 正则 基数 . MP.) 
的 每 一 稳定 子 集 S 都 可 分 割 为 和 多 个 互 不 相交 稳定 子 集 的 并 . 

证 明 : 我 们 证 明 k= wi 的 情形 .对 每 个 ZE P(A), > 


Pz = {an : nEw} 


是 可 数 集 r 的 一 个 枚 举 ( 需 用 AC). 我 们 断言 存在 某 一 n 使 得 
对 每 一 7 <A, 集合 


{ZES : at >} (2.8) 
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是 稳定 集 . 若 不 然 ， 对 每 个 n 都 存在 Yn 使 得 集合 (2.8) 不 稳定 。 
从 而 ， 对 每 一 n, 取 无 界 闭 集 Cn 使 得 对 每 一 ZE CNS 都 有 
Qt < 人 pr。 令 

Y=sup{%m : nEw}, C= {cn : nEw} (2.9) 
则 对 任意 的 zeE COS 及 任意 的 mew，o < 7, 即 对 每 一 
TECNMS 都 有 x Cy. X5 CNS BREATHE. RHA 
X. 设 n 使 得 对 每 一 7 <A, 集合 (2.8) 都 是 稳定 集 . EXS 上 


的 函数 如 下 : 
f(a) = 08 (2.10) 


不 难看 出 ， 了 是 S 上 的 回归 函数 。 由 于 对 任意 7 < 入 , 集合 
{rE€S : f(z) >} 
是 稳定 集 ， 故 由 定理 2.5 知 ， 对 任意 7 < 入 都 存在 > 7 使 得 
Ss={rES: f(z) =64} 


是 稳定 集 。 显然 ， 如 果 ô A do, M 55,55, =0. HFA BE 
则 基数 ， 故 9 可 分 割 成 和 多 个 稳定 子 集 的 并 . 口 
定理 2.8 设 是 入 超 紧 基数 ，U 是 P(A) 上 的 A- 完备 
的 正规 超 滤 子 ， 则 P.( 和 ) 上 的 每 一 无 界 闭 集 都 属于 U . 
证 明 : j: V > M 为 初等 嵌入 满足 第 六 章 第 六 节 中 的 
(6.2) REWE, HEE X CPA) 有 


半 EU 当 且 仅 当 j[A] € 7(X) (2.11) 


RCC P(A) 是 无 界 闭 集 。 要 证 C e U 只 需 证 j[A] ejO). 
由 于 C 是 无 界 闭 集 ， 由 选择 公理 知 存在 一 序列 


Z0CZIC' CrzaG:，，a< 入 
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使 得 对 任意 Qa <À, a Ea AEC. > 
D={j(ta) : a < A} 


显然 D C j(0), ED 为 一 链 。 注意 由 于 每 个 Za 的 基数 小 于 K, 
故 j(za) = j[za] .从 而 对 任意 a < 入 都 有 jla) € jita]. 于 是 
有 UD=j[A. 而 j(0C) EMÈ: DURF M) 是 闭 集 ， 
所 以 UDEej(C), 即 7IA EjI(C) .从 而 CeU. o 

定理 2.9 U X PA) 上 的 k- 完备 的 超 滤 子 。 Z BIE 
规 的 当 且 仅 当 对 任意 回归 函数 f: P(A) 一 A, REE X CU 使 
8 TEX LAR BR. 

证 明 : (1) 必要 性 . BHU 为 正规 超 滤 子 ，f: PA) 一 入 为 
回归 函数 . 假设 对 任意 X EU, 了 在 和 上 均 不 是 常 函数 ， 则 对 任 
意 Y< 入 有 


X,= {ee P(A) : fle) #7} EU. 


由 于 U 是 正规 的 ， 故 对 角 交 A{X, : 7< AP EU. 从 而 对 任 
BreXx, f(z) gz, 与 了 是 回归 函数 矛盾 . 
(2) 充分 性 . 用 反 证 法 , HU 不 是 正规 的 ， 则 存在 U 中 的 元 
素 
Xp DX, D+: DX D+, E<dr 


使 得 它们 的 对 角 交 Y = 人 {Xe : 《< wk} =O, BUBM f 如 
F: 对 任意 ze P,(A) 


f(z) = 最 小 的 序数 上 使 得 z ¢ Xe. 


我 们 断言 , 对 任意 Ye P.(A), f(x) < sup(z) . 若 不 然 , 设 f(x) > 
sup(x), 则 对 任意 Qa € z, a < f(x). AT x£ € Xo, FRLEY,8 
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Y= 矛盾 . 故 断言 成 立 . 再 定义 函数 g 如 下 : 对 任意 rE 已 (和 )， 
令 
gz) =x 中 的 大 于 f(z) 的 最 小 的 序数 a. 
WW g(x) 为 回归 函数 且 £ E Xe) 。 不 难看 出 ， 对 任意 六 EU,g 
EX 上 都 不 是 常 函 数 . 矛盾. 故 U 是 正规 超 滤 子 . o 
注 记 : 在 第 一 节 中 ， 有 几 个 结论 (如 定理 1.1 、 引 理 1.10 、 

定理 1.11) 不 需要 选择 公理 . 然而 本 节 的 结论 都 需要 使 用 选择 公 
理 . 其 根本 原因 在 于 s 是 良 序 集 ， 而 P(A) 在 包含 关系 下 是 一 偏 
序 集 . 


7.3 ”无穷 指数 分 割 性 质 


在 第 六 章 第 二 、 三 节 中 ， 我 们 研究 了 分 割 性 质 ， 并 研究 了 分 
割 性 质 与 大 基数 的 关系 ( 弱 紧 基 数 与 蓝 姆 塞 基数 ) .在 本 节 中 我 们 
将 推广 以 前 讲 的 分 割 性 质 . 用 记号 


K > (A) (3.1) 


表示 命题 : 对 任意 函数 S : [kj* > 6, RATE H C 使 得 |H| = 入 
且 对 任意 x,y € [H]*, f(x) = f(y) (k H X f 的 齐 性 集 ) . 其 中 
,入 HABER, a > w 为 序数 ， 


[k]? = {x : z 是 长 度 为 a 的 递增 序列 , 且 z 中 元 素 属于 k}. 


由 于 a > w 为 无 穷 集合 ， 故 称 该 命题 为 无 穷 指 数 分 割 人 性质. 
定理 3.1 对 任意 &, 入 以 及 a > w, 如 果 


r = (A)2， 
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则 选择 公理 不 成 立 . 
证 明 : 定义 [k] 上 的 关系 ~ 如 下 : 对 任意 st E [k], 定义 


s ~ 上 上 当 且 仅 当 5 和 上 只 在 有 穷 多 个 点 处 的 值 不 同 


容易 看 出 ，~~ 是 [kJ]* 上 的 等 价 关系 . 对 任意 se [kj", 记 [sj 为 s 
所 在 的 等 价 类 . 假设 选择 公理 成 立 , 则 可 以 从 每 一 等 价 类 [s] 中 取 
出 一 代表 元 h(s). 定义 函数 S: [x]* 一 2 如 下 : 对 任意 Ze [6]*， 


0 WR rH ha) 只 在 偶数 多 个 点 处 的 值 不 同 
f(z) = 
1 否则 


容易 看 出 ， /没有 无 穷 齐 性 集 ， 了 矛盾 。 故 选择 公理 不 成 立 。 “ 口 

由 定理 3.1 知 无 穷 指 数 分 割 性 质 与 选择 公理 矛盾 .然而 在 没 
有 选择 公理 时 ， 一 些 无 穷 指数 分 割 性 质 是 有 可 能 成 立 的 。 人 们 已 
经 证 明了 w 一 (w)? 相对 于 不 可 达 基 数 的 协调 性 。 但 也 有 些 无 穷 
指数 分 割 性 质 太 强 ， 以 至 于 至 今 还 无 法 证 明 其 (相对 ) 协调 性 . 

定理 3.2 如 果 wi 一 (w), Wo 的 每 一 子 集 要 么 包含 一 
个 无 界 闭 集 要 么 与 某 一 无 界 闭 集 不 交 . 

证 明 : 设 4 为 wi 的 子 集 。 定义 函数 f: w] — {0,1} 如 
下 : 对 任意 ze [w], 


_ Jj 0 如 果 sup(z) 4 
ro 人 om 


iH Con 为 广 的 不 可 数 齐 性 集 . 令 C 是 H 的 所 有 极限 点 组 成 
的 集合 ， 即 
C={a: a= supla N H)} 
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(注意 H 的 极限 点 未 必 属 于 H) 显然 C 是 无 界 闭 集 .如 果 f[[HI*] = 

{0}, 则 对 任意 z € [H]”, sup(z) E 4 ， 从 而 CC 4 .反之 ， 

如 果 fH] = {1}, 则 对 任意 x € [H]”, sup(x) g A, 从 而 

CnA=9., z 
仿照 定理 3.2, 不 难 证 明 ， 对 任意 无 穷 基 数 k, 都 有 : 

定理 3.3 如 果 kt 一 (Kt), 则 Ap+ 的 每 一 子 集 要 么 包含 一 
个 无 界 闭 集 要 么 与 某 一 无 界 闭 集 不 交 . 

由 定理 3.2 知 , w 上 的 CUF ={X : X Bg w 的 一 个 无 
FAR) 是 wi HES. 注意 ， 在 第 一 节 中 尽管 “可 数 多 个 无 界 
闭 集 的 交 仍 是 无 界 闭 集 ”的 证 明 不 需要 选择 公理 ,但 要 根据 这 个 
结果 (定理 1.1(1)) 来 证 明 CUF 是 w- 完备 时 ， 却 要 用 选择 公理 
(实际 上 可 数 选择 公理 就 够 了 ) . 同样， 尽管 “wl 多 个 无 界 闭 集 的 
对 角 交 仍 是 无 界 闭 集 ”的 证 明 不 需要 用 选择 公理 ， 但 要 根据 这 个 
结论 (定理 1.1(2)) 来 证 明 是 正规 滤 子 时 ， 却 要 使 用 选择 公理 . 下 
面 我 们 利用 一 些 无 穷 指 数 分 割 性 质 来 证 明 CUF 是 wi- 完备 的 和 
正规 的 。 

定理 3.4 假设 w > (w), HR CUF 是 w- 完备 的 。 则 
CUF 是 正规 的 . 

证 明 : 我 们 首先 证 明 


WR fro 一 wi 为 回归 函数 ， 则 存在 无 界 闭 集 CC 及 6 < wl 
使 得 对 任意 a cC BA f(a) < 56. 
(3.2) 
设 f 为 回归 函数 ， 定 义 分 割 9 : [a] 一 {0,1} WF: 对 任 
Bre [u], > 


g(x) = | 0 如果 f(sup(z)) < z(0) 
1 否则 
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其 中 z(0) 表示 序列 > 中 的 第 一 个 元 素 (也 是 最 小 元 素 ) . KH 
为 9 的 不 可 数 齐 性 集 . 我 们 断言 GLH] = {0}. 若 不 然 ， 则 
gH] = {1}. 任 设 ee [HV .由 于 f 是 回归 函数 ， 故 必 存 在 
n 使 得 f(sup(z)) < x(n), 其 中 zx(n) 表示 序列 z 中 的 第 nn 十 1 
TER. $ 
y = {z(n) s(n + 1),.…}, 

N y € [H|* H. f(sup(y)) < z(n) = y(0). m H EFR, HK 
有 1 = g(x%) = gly), 矛盾， 故 断 言 成 立 . 设 6 是 五 中 的 最 小 元 
素 且 设 C 是 A 的 所 有 极限 点 组 成 的 集合 . 则 C 是 无 界 闭 集 旦 对 
ES a CC HA f(a) <6. 

下 证 CUF 是 正规 的 .用 反 证 法 ， 设 CUF 不 是 正规 的 ， 则 
存在 Xa € CUF, a < wi, 使 得 


A{ Xa : ac wi} = 0. 
AE MPR f: w 一 wi 如 下 : 
IE = 最 小 的 a ER E Xa. 


容易 验证 f 必 为 回归 函数 。 从 而 存在 无 界 闭 集 C 及 6 使 得 对 任 
BCCCRA S(O <6. 由 于 CUF 是 wi- 完备 的 , 必 有 CO 的 
一 子 集 C e CUF Ro <6 使 得 对 任意 上 e C 16 =o .从 
而 Xo ¢ CUF, 矛盾 .定理 得 证 . o 
定理 3.5 如 果 kt 一 (kt 将 , E CUF 是 k- 完备 的 ， 则 
CUF 是 正规 的 . 
WER: 与 定理 3.4 一 样 。 日 
定理 3.6 假设 wi 一 (w) ， 则 CUF 是 wi- 完备 的 ， 
这 个 定理 的 证 明 比 较 复 杂 . 我 们 先 给 出 一 个 引 理 ， 
引 理 3.7 如 果 ui 一 (1), 则 ul 一 (wi) 多 . 
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证 明 : 设 已 :[wij2 一 22 为 分 制 . 定义 函数 请 [ul 一 {0, 1} 
mF: hae = {x(0), x(1), x(2), te ,TZ(n), _ 小 y= {y(0), y(1), a) 
y(n), . -} € [wr], FR I-YE [wr |e 。 令 


0 如果 F(x) = Fly) 


jenn 1 否则 


其 中 
了 个 4 三 {x(0), 2{1), (2), nn a(n), ee ,y(0), y(1), ot ,y(n), 1 小 


EH 为 f 的 齐 性 集 ,我们 断言 [H] t] = {0} . ARR, Mat 
任意 7z y € [HU t, RE F(a) # Fly). WHER a <w, 归 
纳 定 义 Ta € [HE 如 下 : 

To = H 中 的 前 Ww 个 元 素 ， 

Ta = H — U{zg : B <a} 中 的 前 w 元 素 . 
显然 ， 对 任意 a < p, za 一 rg E [H] .从 而 当 a < 8 时 
F(za) 天 下 (78) . 于 是 wi < 2 。 然而 由 w > (w) 知 ， 
wi 是 弱 紧 基数 ， 从 而 wi 不 小 于 或 等 于 OY, 矛盾 ， 故 断言 成 立 ， 
即 对 任意 z,y € [H]", He o y € [H], WA F(z) = Fly). 

下 面 证 明 ， 对 任意 r, y € [HP 都 有 F(x) = Fly). + 


a = max(sup(z), sup(y)), 


HES z 为 吾 中 人 之 后 的 ww 个 元 素 , We 一 zy 一 > 都 属于 


[H] t .于 是 F(x) = F(z) = Fly). o 
引 理 3.8 假设 kt 一 (kf+)g+ 5 则 Kt 一 (Kt). 
证 明 : 与 引 理 3.7 的 证 明 一 样 . 口 


定理 3.6 的 证 明 :， 设 Xn € CUF,n < w, Hi X = 
人 {Xn : new}. RNB F: jat > 2 如 下 : 对 
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任意 ze [w], > 
F(a) =t={th : n<w}, 


其 中 , 对 每 一 PE w, MR supher) € Xn, W tn =0; BU tn =1. 
BRAC AF 的 不 可 数 齐 性 集 。 我 们 断言 ， 对 任 ze [如 9， 
F(x) = {0,0,---}. ARR, 设 对 任意 Ze [H] RA F(x) =tF 
{0,0,…} 。 则 必 有 一 n <w Etr =1. 从而, MER ze [H]? 
都 存在 n 使 得 suple) Z Xn. 设 Cn C Xn 是 一 无 界 闭 集 . 由 于 
|H| = w, 故 对 每 一 n, 可 归纳 定义 Ti, yi 如 下 : 

zo = H 中 的 最 小 元 

yo = Cn 中 大 于 zo 的 最 小 元 

Tiy = H 中 大 于 yi 的 最 小 元 

Yitl = Cn 中 大 于 Tipi 的 最 小 元 
显然 有 sup({zi : i € w}) = sup({W : i<wh))eEC,. S 
r= {x : i €w}, M ze [H]”, A sup(r) € Cn C Xn. 从 而 
F(z) = 0, 矛盾 . 于 是 断言 成 立 . $ C 为 H 的 所 有 极限 点 组 成 的 
集合 ， 则 C 是 无 界 闭 集 ， 且 对 每 一 mw CC X, .从 而 CCX， 
FX CCUF ， 定 理 证 毕 . 口 

定理 3.9 假设 kt 一 (kt). M CUF 是 kt- 完备 的 . 


7.4 决定 性 公理 


记 “w 为 所 有 w 到 w 的 函数 (或 称 作 序列 ) 组 成 的 集合 . 设 
4 为 “w 的 子 集 , 则 由 A 可 定义 一 个 博弈 G4, 这 个 博弈 是 由 甲乙 
两 人 进行 . 甲 首先 选择 一 个 自然 数 a, 乙 选 一 自然 数 bo 接着 甲 再 
X a, LÆ bi, ARRATE. 直到 进行 到 w 步 时 游戏 结束 . 如 果 
最 后 得 到 的 序列 (ao, bo, a1, b1,---) 属于 A, WPH, 否则 乙 胜 , 对 
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每 一 n, 我 们 称 an 为 甲 的 第 n 步 , 称 bn HALWE n. 甲 方 的 一 
个 对 策 ， 实 际 上 就 是 一 个 函数 o, CHERA Vw, 他 的 值 域 包 
含 在 w 中 . 设 o 为 甲 方 的 一 个 对 策 , 如 果 甲 方 根据 对 策 o 取 数 ( 即 
ao = o(0), a, = o((a0, bo)), +++, Ang = o((Q0, bo, +++ , an, bn)), 
…-) 总 能 取胜 ， 则 称 o 是 甲 方 的 胜 对 策 . 类 似 的 可 定义 乙方 的 对 
策 ， 乙 方 的 胜 对 策 等 概念 。 如 果 甲 乙 双方 有 一 方 有 胜 对 策 ， 则 称 
该 博弈 是 决定 的 . 

决定 性 公理 (AD): 对 任意 集合 AC “w, 博弈 G4 都 是 决定 
的 。 

尽管 决定 性 公理 与 选择 公理 (定理 4.2) 矛盾 ， 仍 有 许多 学 
者 来 研究 它 . 一 方面 决定 性 公理 有 一 些 令 人 满意 的 推论 ， 例 如 ， 
AD 蕴含 着 每 个 实数 集 都 是 勒 贝 格 的 可 测 的 。 另 一 方面 ， 决 定性 
公理 也 有 一 些 令 人 不 满意 的 推论 ， 例 如 ， AD 蕴含 着 对 每 一 自然 
数 n > 3, wn 都 是 奇异 基数 。 人们 之 所 以 对 决定 性 公理 感 兴趣 还 
在 于 它 与 大 基数 有 着 密切 的 关系 , 例如，AD HSS w 和 wo 都 
是 可 测 基数 . 

还 需要 指出 一 点 ， 我 们 可 在 “w 上 赋 以 如 下 拓扑 ， 对 每 一 序 
Jj s= (ak : k<n)}, & 


U, ={f Vw: sC fh. 


容易 验证 ， 所 有 这 些 Us 组 成 “w 上 的 一 个 拓扑 基 . 
对 任意 a = (an : n<w)e’w, S 


1 1 1 
bo = —, bi = ——;, = 
Qo ao + ay ag + 一 一 二 


容易 看 出 
by < b3 < bs < -+ < b4 < b2 < bo (4.1) 
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可 以 验证 序列 {bn : n<w} 收敛, $ a= lim bn 。 我 们 称 aA 
EDR (对 应 于 a). 
设 IR 为 [0,1] 中 所 有 无 理 数组 成 的 集合 . 定义 “w BIR 
的 映射 五 为 ，F(a)=a+T1 其 中 w+1=(an 十 1 : n<w). 
可 以 验证 F Æ Ww BTR 的 同 构 映 射 . 
我 们 知道 ， 并 不 是 每 一 个 集 族 的 选择 函数 的 存在 性 都 需要 选 
择 公 理 。 同样 并 不 是 每 个 集合 AC “w 所 对 应 的 博弈 G4 的 决定 
性 都 需要 决定 性 公理 。 例 如 : 
定理 4.1 如 果 A C “w RAR, WG, 是 决定 的 。 
在 证 明 该 定理 之 前 我 们 先 证 明 选 择 公理 与 决定 性 公理 矛盾 。 
定理 4.2 WR “w 是 可 良 序 的 ， 则 存在 A C “w 使 得 G4 
不 是 决定 的 。 
证 明 : 由 于 “w 是 可 良 序 的 , 故 必 有 一 基数 上 使 得 22 nk. 
我 们 将 使 用 超 穷 归纳 法 构造 集合 Xa Yo C w, a < n, 使 得 
(1) Xo CXIC CCX, CNC- CYC, 
a<k, 
(2) [Xal < lel, [Yal < lal, 
(3) XaN Yo = 4. 


因为 所 有 对 策 只 有 2” 多 个 ， 故 设 on, a < KWAME 
BÆ. 设 a < k, 且 设 对 任意 2, Xp, Yo 均 已 定义 。 如果 a BR 
限 序 数 ， 则 令 


Xa =| J{Xs : B<a}, Ya =| {Ys : 6 <o}, 


容易 看 出 Xo, Yo 满足 (2) 和 (3). MR a 是 后 继续 数 ， 即 
a= 6 十 1， 则 构造 Xa Yo WMT: 设 甲 方 使 用 对 策 of, HZ, 
方 选取 b = 《bo, 中 ,…-)， 则 双方 选取 的 最 终结 果 记 为 op[6] = 
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(ao, 69,41,61,°+:) .显然 集合 {og[b] : bE Yw} 的 基数 为 
w, 由 于 |Ys| < [6], BH b E "w 使 得 op 四 g Yo. M 
最 小 的 这 样 的 5b, & Yo = Ys U {og[b]} .同样 设 乙方 使 用 对 策 
og, 若 甲 方 选 取 a = (ao,01,---), 则 双方 选取 的 最 终结 果 记 为 
[ojce = (a0, b0,01,b1---). 同样 有 |{[aJos : ae “w=. 
从 而 必 有 a € “w tE [alos Z Xe, 取 最 小 的 这 样 的 a, 4 Xa = 
Xp U {[alog} . 

令 4=UXa : a<n}. MERE o, 它 必 为 某 一 og， 
根据 上 面 的 构造 知 ， cp 既 不 是 甲 方 的 胜 对 策 ， 也 不 是 乙方 的 胜 
对 策 . 于 是 ， GA4 是 不 可 决定 的 . o 

定理 4.1 的 证 明 :， 首先 引进 一 个 记号 . 设 = (ao, bo,- , an, 
bn) 为 一 有 穷 序列 ,定义 博弈 G5 如 下 : 甲乙 双方 轮流 选取 中 中 的 元 
K. 如 果 甲 方 选取 (an+1,an+2,…), 乙方 选取 (bnti, bw42,…-), 则 
规定 ， 甲 方 获胜 当 且 仅 当 序列 (a0, bo,- , an, bn, anpi bnti, =) 
RTA. 

下 面 证 明定 理 . 假设 甲 方 没有 胜 对 策 . 我 们 来 证 明 乙 有 胜 对 
R. 乙方 的 对 策 如 下 : 当 甲 方 选取 ao 时 ， 由 于 甲 方 没有 胜 对 策 ， 
故 必 存在 bo 使 得 博弈 Go io) 中 ， 甲 方 仍 没有 胜 对 策 . 乙方 就 选 
取 最 小 的 这 样 的 bo. 同样 当 甲 方 选取 al 时 ， 由 于 甲 方 在 Glo) 
中 没有 胜 对 策 ， 故 必 存 在 by ERDERA Gao) 中 仍 没 
有 胜 对 策 ， 乙 方 选取 最 小 的 这 样 的 页 ， 如 此 继续 下 去 . 

我 们 断言 ,如 上 对 策 是 乙方 的 胜 对 策 . 设 = (ap, bo, a1,b1, +++) 
为 甲乙 双方 选取 的 最 终结 果 ， 其 中 乙方 按 如 上 对 策 选 取 ， 我 们 要 
ErgA. GRR, 设 ze4. HFA BAS, WUA s= 
(ao, bo，,…, an; bn) 使 得 Us C 4 . 这样 在 游戏 G5 中 ， 甲 方 总 是 
获胜 ， 即 甲 方 有 胜 对 策 。 然 而 根据 s 的 选取 知 ， 甲 方 在 Gs 中 没 
AUER, FG. BAe <A. KARL EHHE. o 
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尽管 AD 与 AC 矛盾 , 但 AD 的 某 些 推论 未 必 与 AC 矛盾 . 
例如 

定理 4.3 假设 AD RE. 对 任意 可 数 集 族 F, 如 果 F 中 的 
元 素 都 是 非 空 实数 集合 ， 则 FARK. 

证 明 , 根据 前 面 的 讨论 ,不 妨 设 下 = {Xn : n < w} ,其 中 
X 是 “w 的 非 空子 集 . 我 们 来 考虑 如 下 博弈 : 如 果 甲 方 选取 的 最 终 
结果 是 a = (ao, a1,…), 乙方 选取 的 最 终结 果 是 b= (bo, bi, ---), 
则 规定 ， 乙 方 获胜 当 且 仅 当 bE Xs。。， 在 这 个 游戏 中 显然 甲 方 
没有 胜 对 策 ， 这 是 因为 一 旦 甲 方 选取 ao 乙方 就 选取 5 使 5 属 
于 Xa, 这 样 乙 方 就 获胜 .由 决定 性 公理 知 ， 乙 方 有 胜 对 策 ， 设 为 
T. 显然 如 果 甲 方 选取 a = (n,0,0,---), 则 乙方 选取 的 结果 ( 记 为 
7* (n,0,0,…)) 属于 Xn .因此 我 们 定义 函数 S MTF: 


f (Xn) = 7 * (n,0,0,--+), 


J 即 是 F 的 选择 函数 。 定 理 得 证 . 口 

由 定理 4.3 知 ， 如 果 AD 成 立 ， 则 勤 贝 格 测度 也 具有 可 数 可 
加 性 , 且 可 数 多 个 0 测度 集 的 并 仍 为 0 测度 集 . 以 后 几 节 将 对 AD 
进行 进一步 的 讨论 ， 


7.5 JLB 


5.1 ASF 
任 取 定 实数 集 9 及 实数 e > 0 . 如果 (ao, a1, a2,---) #O-1 
序列 ， 则 令 


oo an 
a= > gnti (5.1) 


n=0 


对 每 一 n E w, 令 Kn 为 所 有 满足 如 下 条 件 的 集合 G 组 成 的 集 
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(1) G 是 有 穷 多 个 端点 是 有 理 数 的 开 区 间 的 并 
(2) MG) = zero (4 为 勒 贝 格 测度 ) 


对 每 个 n, i Gg, k =0,1,2, 为 Kn 中 集合 的 枚 举 (注意 : 这 
不 用 选择 公理 ) . 

建立 覆盖 博弈 如 下 : 甲 方 每 一 步 只 能 选取 0 或 1, 乙 每 一 步 选 

取 w 中 的 元 素 。 设 甲乙 双方 选取 的 最 终结 果 为 (ao, bo, a1, D1,……) 

(其 中 ， 甲 方 选 取 的 是 (ao 91,…), 乙方 选取 的 是 (2 六), 则 
甲 方 获胜 当 且 仅 当 

ac S—|}{GR : new} (5.3) 


直观 地 说 ， 在 这 个 游戏 中 ， 甲 方 试图 选取 一 个 数 a € S, 而 乙方 试 
图 从 每 个 Ky 中 选取 一 个 集合 Hn 使 得 U{E。，: n < w} 覆盖 
a 。 因 此 我 们 称 此 博弈 为 覆盖 博弈 . 

引 理 5.1.1 如 果 5 的 每 一 可 测 子 集 都 是 0 测度 集 ， 则 甲 方 
没有 胜 对 策 . 

证 明 : 用 反 证 法 , 设 o 是 甲 方 的 胜 对 策 . 定 义 函 数 六 如 下 : 对 任 
bE “w, f(b) 为 甲 方 根据 对 策 o 的 选取 结果 (ao, al,….) . 
容易 看 出 /是 连续 函数 .于 是 集合 Z={f(b) : be “w} 为 一 
可 测 集 . 由 于 ZC 5, 故 Z 是 0 测度 集 . 不 难 证 明 ， 0 测度 集 
可 被 可 数 并 UL A, : n < w} 覆盖 ,其 中 Hn € Kp new. 
这 样 ， 如 果 乙 方 选取 (bo, b1, +++) 使 得 GP = Hn, 甲 方 根据 o 选 
取 ， 则 乙方 获胜 ， 矛 盾 。 故 甲 方 没有 胜 对 策 . o 

引 理 5.1.2 假设 AD 成 立 . 设 5 为 一 实数 集 ， 如 果 5 的 
每 一 可 测 子 集 都 是 0 测度 集 ， 则 5 也 是 0 测度 集 . 

证 明 : 由 于 AD 成 立 , 所 以 覆盖 游戏 是 决定 的 . 由 引 理 5.1.1 
知 , 乙方 有 胜 对 策 . 设 7 是 乙方 的 胜 对 策 . 设 s = (a0,…,an) 为 


(5.2) 
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0 一 1 序列 ， 则 乙方 根据 7 进行 选取 的 结果 记 为 (bo,… , bn) . B 
Gs E Kn 为 集合 Gh. 因为 7 是 乙方 的 胜 对 策 ， 所 以 每 个 a€ S 
都 属于 集合 U{G。: s 为 有 穷 的 0 一 1 序列 } 。 于 是 有 


SSL HKG。:s 为 有 穷 的 0—1 FFA = 久 L {Gs:s € "2}:n €w}}. 
对 每 一 n> 1, WẸ se "2, 则 Jj(Gs) < pain. AMA 


€ 
A(UfG。 : s€ ”2}) < 了 “2 = gnti° 


于 是 有 
pu(( J J{Gs : se 72} : new)) < Lae . 


从 而 w*(S) < e (u* 为 外 测度 ) . 由 于 e > 0 是 任意 的 ， 故 5 必 
为 0 测度 集 . 口 


5.2 WAGY 

注意 “w 是 一 拜 尔 空间 . 设 XC “w 。 我们 来 考虑 如 下 博 
EGY: 甲乙 双方 都 选取 Seq = U{"2 : new} HHT. 
甲 方 首先 选取 so, 则 乙方 选取 to 使 得 so C to; 甲 方 在 选取 s1 使 
to C $1, CAR ty 使 sl C tr, 如 此 继续 下 去 得 到 一 序列 


S0CtoCsiCtiCc... (5.4) 


序列 (5.4) UMP ce “w. 如 果 ZE X, 则 甲 方 获胜 ， 否 则 
乙方 获胜 . 

必须 注意 ， 表 面 上 看 ， 博 弈 GY 不 是 第 四 节 开 始 定义 的 一 
类 博弈 (甲乙 双方 选取 的 都 是 自然 数 ) 。 但 实际 上 可 以 转化 为 这 
一 类 博弈 。 由 于 Seq 是 可 良 序 的 且 是 可 数 的 ， 故 设 uk, k Ew 
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为 Seq 的 一 个 枚 举 . 令 4 为 所 有 满足 如 下 两 条 件 之 一 的 序列 
(ao, 69, 1, b1,---) 组 成 的 集合 : 

(1) 存在 n 使 得 Ua C Ub CC Uan Won， 

(2) 序列 woo C Ub C Ua, C Un, KAF TEX. 

容易 看 出 GY 和 G4 是 等 价 的 ， 即 甲 方 在 CY 中 获胜 当 且 
仅 当 甲 方 在 Ga 中 获胜 . 

引 理 5.2.1 在 G% 中 ， 乙 方 有 胜 对 策 当 且 仅 当 X 是 第 一 
范畴 集 . 

证 明 : WY AX eh, 即 Y = “w—X , WHER s € Seq, 
& Us 为 基本 开 集 {re “w: sca}. 

先 证 充分 性 . KX 是 第 一 范畴 集 ， 则 存在 可 数 多 个 稠密 集 
Gn, n < w EB Y 2 站 {Gn : new}. 下面 给 出 乙方 的 一 
个 对 策 7: 如 果 甲 方 第 一 次 取 so, WS r((so)) 为 菜 一 to D so 
使 得 Ut。C Gol ER: 因为 Go 是 稠密 集 故 这 样 的 如 存在 ) ， 
如 果 甲 方 选 取 st D to, WS r((so, 加 ,sl1)) HH tr 2 s1 使 得 
Un C G1 。 如 此 继续 下 去 。 不 难看 出 ， 这 样 选取 的 序列 


S895 CtpC si Coe: 


URE {Gr : nEw} 中 的 某 一 元 素 z . 从 而 7 是 乙方 的 胜 
对 策 . 

再 证 必要 性 . RT 为 乙方 的 一 个 胜 对 策 ， 我 们 称 一 序列 
(80; to, 81,t1,. ,Sn;tn) 为 正 序列 ， 如 果 


so C to C 81 Cty C++: C bn Cty, 


to = 7((80)),t1 一 T((s0, 加 ,5s1)) ,tn = 7((80, t0,*++, sn)). 


Bre “w, 我 们 断言 ， 如 果 对 满足 Cr 的 任意 的 正 序列 
P= (s0,… ,tn), WEE s D th (BB (ps) Ca, MW rey, 
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先 证 明 断 言 . 设 z 满足 断言 中 的 条 件 , 则 必 存 在 so 使 7((s0)) C 
c(h p 为 空 序列 ) . 令 如 = T((s0)),， 则 (so,to)〉 为 正 序列 且 
4 C x 。 如 此 继续 下 去 ， 得 到 一 序列 


89 Cio Cs, Cl C::: 


BREWMT co. 由 于 7 为 乙方 的 胜 对 策 ， 故 必 有 ZEY . 
下 面 来 完成 必要 性 的 证 明 , 对 任意 正 序列 p = (So, to, “+5 Sns tn), 


令 
Fy = {2 € “w : th Cx HVs D th(t(p > 8) Z x)}. 
由 断言 知 ， 对 任意 r EX, 都 存在 一 正 序列 p 使 ze Fp, 即 
XCF, : p 为 正 序列 }. 


不 难看 出 , 对 任意 正 序列 p = (so, to,… , Sn, tn), Ut, — Fp Ui, 
的 一 个 开 稠 密 子 集 , 于 是 Fp 是 闭 无 处 稠密 集 . 而 正 序列 只 有 可 数 
Bt, RX 是 第 一 范畴 集 . 定理 得 证 . o 
Hit 5.2.2 EGY F, 甲 方 有 胜 对 策 当 且 仅 当 存在 s € Seg 
使 得 Us — X 是 第 一 范畴 集 . 
证 明 : 对 任意 s € Seq, 考虑 如 下 博弈 GY: 甲 方 首 先 选 取 
to 2 s, GAR so D to, 甲 方 再 取 ti D so, 乙方 取 s1 D th, K 
次 下 去 . 规定 甲 方 获胜 当 且 仅 当 序列 to C so Ct C … 收敛 于 
Us- X 中 的 某 一 元 素 r. 设 在 GY 中 甲 方 第 一 步 选取 s, MAR 
看 出 甲 方 在 G 芝 中 获胜 当 且 仅 当 乙方 在 GY 中 获胜 .因此 甲 方 
GY 中 有 胜 对 策 当 且 仅 当 乙方 在 GYS 中 有 胜 对 策 ， 根据 引 理 
5.2.1, 甲 方 在 GY 中 有 胜 对 策 当 且 仅 当 U,- X 是 第 一 范畴 集 . 
口 
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5.3 #5 G% 

设 半 是 “w 的 一 个 子 集 , 定义 博弈 G% 如 下 : 甲 方 选取 Seq 
中 的 元 素 ， 而 乙方 选取 {0,1} 中 的 元 素 。 甲 方 首先 取 so € Seg, 
ZAK no € {0,1}; 甲 方 再 取 s1 € Seq, 乙方 再 取 n € {0,1}, 
依次 下 去 . 令 r= 50 一 (no) 人 ~ 81 个 (m1) 一 … 。 规 定 甲 方 获 
EKEN TEX. 

由 于 Seq 可 数 , 故 设 up, k E€ w 为 Seq 的 一 个 枚 举 . 设 4 是 
所 有 满足 如 下 条 件 的 序列 (ao, po, a1,61,---) E “w 组 成 的 集合 : 

(1) 对 任意 n € w, bn € {0, 1}, 

(2) tag 一 (bo) 一 Ua, 一 (bi) 一 :EX 
显然 游戏 G% 与 G4 是 等 价 的 . 

引 理 5.3.1 如 果 乙 方 有 胜 对 策 ， 则 X 是 可 数 的 . 

证 明 : 设 7 为 乙方 的 胜 对 策 .如 果 有 穷 序 列 (80, no, +>, sk, NK) 
满足 


no = T(s0), nı = T((80, no, $1)), +++, Mk = 7((s0, to, +++, sk)), 


则 称 该 有 穷 序 列 是 正 序列 . 
Bre: 设 z E“{0, 1} . 如 果 对 满足 条 件 


Soo (nN) > 81 A+++ A (ng) Ca 
的 任意 正 序 列 p = (80, No, +t 3 $k, Nk) 都 存在 SE Seq 使 得 
50 一 (no) ~ 81 +++ 3 (ng) 3 8 Tp (8)) Ca, 


MWacgxX, 

现 证 断言 。 设 r 满足 断言 中 的 条 件 ， 首 先 取 P = 0, wp 
是 正 序列 。 因而 必 有 so E Seq 使 得 so 一 r((so)) Cz. S 
.no = 7((s0)), 则 (80,0) 是 一 正 序列 且 so 一 (no) C x 。 因 而 
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必 有 sı E Seq 使 得 so 一 (no) 一 81 全 7T((s0,n0;51))} CX. 令 
ni = T((80, 70, 51))， 则 (80,70, s1, m1) 又 是 正 序列 。 如 此 继续 下 
去 ， 可 得 到 一 序列 so,no,s1, nte BAR so 一 (no) 一 51 一 
(n) 和 ~-… =a. AFT 是 乙方 的 胜 对 策 , he eX. 

下 证 X 可 数 ， 对 任意 正 序列 p= (s0,no,… Sk nk) 令 


={ rE %2 : 50 一 (no) 一 … 一 (zh C2 H 


Vs(so~(no) 人 ~… sp (nk) 38S T(p(s)) Z2)}. 


显然 有 
X CU : p 为 正 序列 }. 


为 证 明 X 可 数 ， 我 们 只 需 证 明 每 个 p 中 只 有 一 个 元 素 。 实际 上 
Fy 中 的 元 素 可 按 如 下 方法 惟一 确定 ， 

首先 必 存 在 | E w 使 得 (2(0), 2(1),---,2@0-1)) = 8 一 
(no) 全 … 个 (ng) 。 BF £ E Fp, 故 必 有 2(l) = 1 一 7(p) 
z(l+1) =1—1(p ~ (7(D))), z(1+2) = 1—r(p ~ (7(0), z(1+1))), 
口 


7.6 决定 性 公理 与 实数 空间 的 性 质 


在 本 节 中 我 们 将 证 明 ， 在 AD 下 实数 空间 有 很 好 的 性 质 . 

定理 6.1 AD 蕴涵 着 每 个 实数 集 都 是 可 测 的 . 

证 明 : 首先 我 们 注意 到 勒 贝 格 测度 的 一 个 性 质 ， 对 任意 集合 
X 都 存在 一 个 可 测 集 AD X 使 得 对 任意 ZC A-X, 如 果 Z 
可 测 则 Z 是 0 测度 集 (这 个 性 质 需要 结论 ， 可 数 多 个 可 数 的 实数 
集 的 并 仍 可 数 。 由 定理 4.3 知 ， 在 AD 下 该 结论 成 立 ) 。 

WX ALAR, ADX ERA- X BERTUTE 
是 0 测度 集 . 由 引 理 5.1.2 知 ， A-X 0 测度 集 。 由 于 A 可 
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mM, BX 必然 可 测 . OD 
定理 6.2 AD 蕴涵 着 每 个 实数 集 都 具有 和 拜 尔 性 质 . 
证 明 : 设 C Mw, MER GY 是 决定 的 。 由 引 理 5.2.1 
和 推论 5.2.2 H, BAX 是 第 一 范畴 集 要 么 存在 s E Seq 使 得 
Us- X 是 第 一 范畴 集 . 如 果 X 是 第 一 范畴 集 ， 则 X RARE 
质 . 如 果 X 不 是 第 一 范畴 集 ， 则 令 


Y=(J{U; : Us 一半 是 第 一 范畴 集 }. 
从 而 有 
Y -X =|JUs-X : Us 一 XX 是 第 一 范畴 集 }. 


由 于 Seq 可 数 , i Y -X 是 第 一 范畴 集 。 下 证 X 一 了 也 是 第 
ERR. 若 不 然 ， 由 引 理 5.2.1 知 ， 在 博弈 G y t, PHA 
ERR. 从 而 在 博弈 G3 F, 乙方 有 胜 对 策 . 于 是 再 由 引 理 5.2.1 
知 了 是 第 一 范畴 集 ， FR. aX -Y 必 为 第 一 范畴 集 ， 从 而 xX 
RAF REM. 口 
定理 6.3 AD 蕴涵 着 每 个 不 可 数 实数 集 都 有 完备 子 集 . 
证 明 : wR X C“{0,1} 不 可 数 , 则 由 引 理 5.3.1 知 , 在 博弈 
Gy 中 乙方 没有 胜 对 策 . 而 由 AD 知 Gy 是 决定 的 , 故 甲 方 有 胜 对 
R. Ro 是 甲 方 的 胜 对 策 . 设 乙 方 选取 x = (no,ni,---) € “{0, 1}, 
则 甲 方 根据 o 作 相 应 选取 ， 选 取 结 果 记 为 (s0, s1,…), 则 


50 = a(b), 31 = a((s0,no}), $2 = a((80, no, 81, 71)), vt 
定义 函数 f 如 下 : 对 任意 = (non) € “ {0,1} S 
jz) = 80 ~ (no) ~ 81 (m1) a+ 
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则 函数 f 是 连续 的 一 对 一 函数 .从 而 f[*{0,1}] = {f(z) 
2 E “{0,1}} 是 一 个 完备 集 。 然而 由 于 o 是 甲 方 的 胜 对 策 ， 故 


j["{01ESX . J 
定理 6.4 假设 AD 成 立 ， 则 对 任意 a Cw, wi 在 Lla] 中 
是 不 可 达 基 数 


证 明 : 我 们 需要 承认 这 样 一 个 事实 ， 如 果 存 在 aC w 使 得 
wi 二 wll), 则 存在 一 不 可 数 集 ， 它 没有 完备 子 集 . 然而 由 AD 
知 ， 每 个 不 可 数 集 ( 指 实数 集 ) 都 有 完备 子 集 . 因此 在 AD F, 对 
任意 a Cw, will 都 是 可 数 的 . 由 此 可 证 wi 在 L[a] 中 是 不 可 达 
的 。 口 


7.7 决定 性 公理 与 可 测 基数 


本 节 主 要 证 明 AD 蕴涵 wi 是 可 测 基 数 。 我 们 将 利用 递归 论 
中 的 图 灵 度 的 知识 来 证 明 该 结论 。 限 于 篇 幅 我 们 不 准备 过 多 地 介 
绍 图 灵 度 理论 。 我们 假设 读者 已 了 解 “z 相对 于 y 可 计算 ”这 个 
XR, HF ry E “w 。 这 个 关系 是 自 反 的 且 是 传递 的 。 因 而 我 
们 可 以 定义 等 价 关 系 =: 对 任意 z,y € “w, 


£ =y 当 且 仅 当 r HF y 可 计算 且 y 相对 于 z 也 可 计算 . 


我 们 把 关于 = 的 等 价 类 称 为 图 灵 度 ,简称 度 . 设 d, e 是 两 个 度 ， 
如 果 d 中 每 个 z 相对 于 e 中 的 每 个 y 都 是 可 计算 的 ， 则 称 d 小 
于 或 等 于 e, 记 为 d < e 。 图 灵 度 有 如 下 基本 性 质 : 

(1) 对 任意 z € “w, 至 多 有 可 数 多 个 VE Yw 相对 于 x Wit 
算 . 

(2) 如 果 {zo, 21,…, ZXn，,…} 是 “w 的 可 数 子 集 ， 则 存在 
TE “w 使 得 每 个 zn 都 相对 于 x 可 计算 . 
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(3) 对 每 一 + € “w, WEE y E€ “w 使 得 > 相对 于 y 可 计 
Am y 相对 于 r 是 不 可 计算 的 . 

这 三 个 性 质 的 证 明 是 不 难 的 ( 见 [7]) 。 性 质 (1) 之 所 以 成 立 
是 因为 至 多 有 可 数 多 个 算法 . 由 于 我 们 可 以 建立 ww 到 wxw 上 一 
一 对 应 (该 一 一 对 应 是 可 计算 的 ), 所 以 可 把 {zo: x1,…} 能 行 地 
配 成 一 个 ZE“w 。 则 每 个 Zn 相对 于 c 都 是 可 计算 的 。 从 而 性 
质 (2) 成 立 ， 性质 (3) 可 利用 康 托 的 对 角 线 方法 证 明 . 

引 理 7.1 假设 AD 成 立 . 如 果 4 是 由 一 些 度 组 成 的 集合 ， 
则 存在 一 个 度 d, 使 得 下 列 二 结论 必 有 一 个 成 立 。 

(1) 对 任意 度 e, 若 e>d 则 ee4. 

(2) 对 任意 度 e, 若 e>d 则 e 《4. 

证 明 : $ A = {rE w : r 所 在 的 度 属于 4A} . Gy 为 
相应 的 博弈 . 我 们 断言 : 如 果 甲 方 有 胜 对 策 ， 则 存在 度 d 使 得 (1) 
RU; 反之 ， 如 果 乙 方 有 胜 对 策 则 存在 d 使 得 (2) 成 立 . 

wo 为 甲 方 的 胜 对 策 ， 由 于 o 是 Seq 到 w HBR, m Seq 
是 可 数 的 所 以 不 妨 也 把 o BRE “w 中 的 元 素 . 设 d 为 o 所 在 
WHE. 任 设 e > d, 且 任 设 be e . 如果 乙方 选取 b= {bo, by, ---}, 
而 甲 方 根据 o PEALE, WMT RAE obl = 
{a0,60,41,61,...}. BR oll] 的 度 是 e 。 又 由 于 o 是 甲 方 的 胜 
对 策 , 故 olb] & 4' 。 由 4 的 定义 知 ， o[9] 所 在 的 度 属于 A, 即 
ec4. 

反之 ， 如 果 乙 方 有 胜 对 策 ， 则 证 明 类 似 ， 口 

设 DD 是 所 有 度 组 成 的 集合 . 利用 引 理 7.1 来 定义 D 上 的 一 
个 w- HARAT U: 对 任意 ACD, 定义 


A €U, 当 且 仅 当 3d € A @(d, A) 
其 中 B(a, A) RR: 对 任意 e。 > d, 都 有 e E 4. 下 面 验证 U Æ 
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w- 完备 的 非 主 超 滤 子 . 

(1) E DEU, bgU. 

(2) 设 Ay, Ao EU, , WA dy € A1, d2 € Uo 4 (d1, A1) 
和 (dz, U2) 成 立 。 根 据 图 灵 度 的 基本 性 质 知 ， 存 在 de D 使 得 
d>d,,do. MT dE Ai NA. 且 对 任意 e > d, A e> di, d2, 
于 是 ee AN Ae. MAT (d, A, NA2) 成 立 . 故 ANA EU. 

(3) 设 41, A2 C D, Ar C Ap HA EUL. BR Ao 也 属于 
Ui. 

(4) 设 An, n E w, 是 证 中 的 可 数 多 个 元 素 。 则 对 每 个 
An, 都 存在 dn 使 得 (dn, An) 成 立 (用 可 数 选 择 公理 ) .根据 
图 灵 度 的 基本 性 质 知 存在 度 d 使 得 对 每 一 n 都 有 d > dn 从 而 
de A=(An : nEw}, H Od,A) RX. WI ACU. F 
是 Uy 是 w- 完备 的 。 

(5) 设 4 C D, 根据 引 理 7.1 ARAH, BAACU,, BA 
D-AEM,. 

(6) 根据 图 灵 度 的 基本 性 质 (3) 知 ， Ui 是 非 主 的 . 

引 理 7.2 假设 AD 成 立 ， 则 存在 “w 到 wi 上 的 满 射 . 

要 证 引 理 7.2, 只 需 证 明 存在 "w 到 wi 内 的 映射 G 使 得 
ran(G) 是 wl 的 无 界 集 即 可 。 为 此 我 们 还 需 如 下 结论 . 

命题 7.3 对 任意 a < w, FE a c “w 使 得 a 在 Lia] 中 
仍 是 可 数 序 数 . 

证 明 ， 只 需 证 明 存在 a C w 使 得 a 在 Lla] 中 可 数 . 设 
W S w xw 是 一 良 序 集 ， 且 其 序 型 为 a . RT X wxw wE 
的 配对 函数 (注意 TEL). 令 a= {T(z,y) : (2,y) e W}, W 
Lia] = LIW] . 从 而 a 在 Lia] 中 可 数 ， 口 

命题 7.4 设 a<w .如果 存 在 ZE “wo 使 of 四 a, W 
UFE y HE wt! > a, 


271 


证 明 ; 设 a = wz 四 .由 于 a < on, 故 根据 命题 7.3 知 存在 
y E “w 使 得 a 在 Ly) 中 可 数 . 从 而 wd 四 > a, o 

引 理 7.2 的 证 明 由 AD 知 , 对 任意 ze “w, wf 四 可 数 . 
从 而 定义 函数 G 为 : 


G(x) = wll, 


由 命题 7.3 和 7.4 知 ， G APPR. 口 
设 G 是 “w 到 wi 上 的 映射 , 定义 下 如下; 


F(d) = sup{G(z) : £ 所 在 的 度 <d} 


由 图 灵 度 的 性 质 知 Fd) 是 一 个 可 数 序数 (因为 {G(x) :z 的 度 < 
d} 可 数 且 w 是 正则 基数 ) 。 显 然 HERE w 的 无 界 子 集 ， 
今 我 们 定义 w 上 的 滤 子 UV: 对 任意 X Cw, 定义 


X EU 当 目 仅 当 F_1(X) = {d : F(d) € X} €U. 


下 面 验证 U Æw 上 的 w- 完备 的 非 主 超 滤 子 . 

(1) HF Fila) =D EU, ko EcU. RF iO)=0¢ 
UL KIZU. 

(2) 设 Xi, X2 € U, W F(Xı), F-1(X2) € 页 .从 而 
F (Xı NX) = F_1(X1)NF_1(X2) E€ U. FE XiNX, EU, 

(3) BX CX. Cu AX, EU., WE F.4(X) 2 
F_\(Xi) EU.  F-1(X2) €U,. Mii XEU. 

(4) SHER X C wi, X g U 当 且 仅 当 F(X) g U 4B 
M4 D- F(X) € U 当 且 仅 当 Fi(wi 一 XX) €U 当 且 仪 当 
w—-XEU, 

(5) 设 Xm,n < w, BU 中 的 可 数 多 个 元 素 ， 则 对 每 一 n， 
Fi(Xn) € Ui . SAT A{Fa(Xn) : ne wh eU;. 而 
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Pain : n € w}) = (UR i(%) : n ew}. Am 
MUX, : newseU., FRU 是 wi- 完备 的 . 

(6) 对 任意 a € w, 由 命题 7.4 m, FE y E “w MH Gy) > 
a. Rare “w fic 所 在 的 度 d 大 于 y MERE, 则 F(d)> a . 
注意 到 F 是 不 减 函数 ， 故 对 任意 e > d BA Fle) > a .从 而 
HU, 的 定义 知 {ece D : F(e) >a}seU,. Am F_i({a}) = 
{d : F(d)=a} gUı. ik {a} gU. Am U 是 非 主 的 . 

这 样 我 们 就 证 明了 如 下 定理 : 

定理 7.5 AD Mw, SAME. 

实际 上 AD 还 蕴涵 wo 是 可 测 基数 。 不过， 需要 注意 的 是 ， 
AD AWE, HEE n> 2, wn 是 奇异 基数 。 AD 还 列 涵 无 穷 指 
数 分 割 性 质 wi 一 (w1)21, w 一 (ws 等 等 . 由 AD 也 可 推出 wl 
是 w2- 超 紧 的 ， 即 AD 蕴涵 存在 Po (wo) 上 的 完备 的 正规 的 非 主 
MET. RHA HEATER RA, RFRA. AS, AD 
和 无 穷 指数 分 割 性 质 还 有 许多 其 他 的 推论 ， 其 内 容 超出 了 本 书 的 
范围 ， 故 也 略 去 。 

最 后 需要 指出 的 是 ， 本 节 所 证 明 的 一 些 结论 还 需要 依赖 选择 
公理 (DC). 尽管 已 经 证 明了 AD 推 不 出 DC, 但 我 们 还 是 假设 
AD+DC 是 协调 的 . 
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